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ஒயற்கண்க அமைப்பு 
(Algebraic System) 


சில நேரங்களில்‌ கணிதம்‌ என்பது கணம்‌ (5௦1) மற்றும்‌ சார்புகளைப்‌ பற்றி 
படிப்பதே என்று கூறுவதுண்டு. மிகவும்‌ சுருக்கமாகக்‌ கூறும்போது இது சரியாகத்‌ 
தோன்றினாலும்‌, நாம்‌ நீனைப்பது போல நூறு சதவீதம்‌ சரியாக இருக்க வேண்டிய 
அவசியம்‌ இல்லை. 


கணம்‌, மற்றும்‌ சார்புகளைப்‌ பற்றிய படிப்புகள்‌ இரு வழிகளில்‌ செல்கிறது. 
ஒன்று, தர்க்கவியல்‌, (10210) தத்துவம்‌ (Philosophy) மற்றும்‌ அடிப்படை கணிதங்களைப்‌ 
படிக்கும்‌ வழியாகும்‌. மற்ஹான்று கணிதத்தின்‌ உயர்‌ மட்டங்களில்‌ அதாவது தூய 
கணிதவியலி (Pure mathematics)-ல அனைத்து மட்டங்களிலும்‌ ஒன்றறக்‌ கலந்துள்ளது. 
நாம்‌ பிற்பகுதியைத்தான்‌ தொடரப்போகிறோம்‌ என்பதைச்‌ சொல்லத்‌ தேவையில்லை. 


படிப்பவர்கள்‌ இந்தப்‌ பகுதியைத்‌ தொடரும்‌ போது, காம்‌ நினைத்த அளவிற்குக்‌ 
கணம்‌ மற்றும்‌ சார்பு ஆகியவை எளிமையானவை அல்ல என்பது தெரியவரும்‌. 


1. கணம்‌ மற்றும்‌ சார்புகள்‌ 

நன்கு வரையறுக்கப்பட்ட உருவங்கள்‌ (0bjects) அல்லது உருப்படி (Entity) 
களின்‌ தொகுப்பு கணம்‌ எனப்படும்‌. மெய்யெண்களில்‌, நேர்ம இரட்டை எண்களின்‌ 
கணம்‌, விகீதமுறு எண்களின்‌ கணம்‌ மற்றும்‌ மெய்புனையெண்‌ தளத்தில்‌, 
ஆதீப்புள்ளியிலிருந்து ஒரு அலகு உள்ள புள்ளிகளின்‌ கணம்‌ போன்றவை 
கணத்திற்கு 'எடுத்துக்காட்டுகளாகும்‌. 


ஒரு கணம்‌ வெற்றுக்‌ கணமாகவோ அல்லது ஏதாவது ஒரு நேர்ம முழு எண்‌ 
1- உறுப்புகளைக்‌ கொண்டவையாகவோ இருக்குமேயானால்‌ அது, முடிவுறு கணம்‌ 
(finite set) எனப்படும்‌. அவ்வாறில்லையெனில்‌ அது முடிவுறாக்கணம்‌ (infinite set) 
எனப்படும்‌. பெரும்பாலும்‌ கணங்களைப்‌ பெரிய எழுத்துக்களிலும்‌ (Capita! letters) 
அதில்‌ உள்ள உறுப்புகளைச்‌ சிறிய எழுத்துக்களிலும்‌ குறிப்பிடுவது வழக்கம்‌. 


4 சார்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 


A என்ற கணத்தில்‌ உள்ள ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ 8- ல்‌ இருக்குமானால்‌, 4 என்பது 
_ B- ன்‌ உட்கணம்‌ (Sபம5எ1) எனப்படும்‌. இதனை A ௨1; எனக்குறிப்பிடலாம்‌. A,B என்ற 
இரு கணங்கள்‌ AB, Bc A என இருக்குமானால்‌ AB எனப்படும்‌. & என்பது B- க்கு 
உட்கணமாகவும்‌ B-க்குச்‌ சமமில்லாமலும்‌ இருக்குமானால்‌ ஃ& என்பது B- ன்‌ முறையான 


உட்கணம்‌ (Proper sub set) ஆகும்‌. 


கணங்களின்‌ மீது, இரண்டு கணங்களின்‌ சேர்ப்புக்‌ கணம்‌ (Union of two sets) 
வெட்டூக்கணம்‌ (1161500110) மற்றும்‌ நீரப்பிக்கணம்‌ (Complement set) என மூன்று முக்கிய 
அறமசீசயல்கள்‌ (Algebraic Operation) வரையறை செய்யப்படுகின்றன. அதாவது 4,8 
என்ற கணங்களின்‌ சேர்ப்புக்‌ கணம்‌ 

AUB {x:xeA அல்லது 613) 
வெட்டுக்கணம்‌ & ஈ B -- {௬ : ௬€A மற்றும்‌ 1613) மற்றும்‌ 
A-ன்‌ நீரப்பிக்‌ கணம்‌ .&' - (% : ஓ A] என வரையறை செய்யப்படும்‌. 


கணங்களின்‌ சேர்ப்புக்‌ கணம்‌ 
(1)Aய B= டப & (பரிமாற்று விதி) 
(2)(&ய$)ப-&பூ(3பூ 6) (இயைபு விதி) 
(3)AUA=A,AUU=Uwற்றும்Aபஓ=A 


என்ற தன்மைகளையுடையது. இங்கு ப என்பது முழுநீறை கணம்‌ (Universal 501). இதே 
போல வெட்டுக்கணமும்‌, 
(1) AB = BoA (பரிமாற்று விதி) 
(2)(AnB)OC=An(BnoC) (இயைபுவிதி) 
(3)ANAFA,AANUFAvwறpமAnd=0 
என்ற தன்மைகளையுடையதாகும்‌. சேர்ப்புக்‌ கணம்‌, வெட்டுக்‌ கணம்‌ இணைந்து 
1)க&ு03ப0)-(க08)ய (கட) 
(2)AU(BNC)=(AUB)n(AUC) என்ற பங்கீட்டு விதிகள்‌ (Distributive laws) 
நீறைவு செய்யும்‌. 


மேலும்‌, A-ன்‌ நீரப்பிக கணம்‌ கீழ்கண்ட தன்மைகளைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ 
(1)(A)' கயி ப 
(2)AUA’=UAMA’=0 
(3)ACB=5B'cCA’ 
(4)(Au B)'=A'nB,(AnB)' AUB 


ப என்பது வெற்றற்ற முழு நீறைகணம்‌, _4- என்பது U-ன்‌ உட்கணங்களின்‌ 
வகுப்பு (C1௮55) ஒரு பூலியன்‌ அறமம்‌ (Boolean algebra) ஆக அமைய 


கணம்‌ மற்றும்‌ சார்புகள்‌ 5 


()A,BeA>AuUBeA 

(2)A.BeA>AnBeA 

(3) AeA > A'e. என்ற கட்டுப்பாடுகளை கொண்டிருக்கும்‌. இவற்றிலிருந்து 
2 £0, மற்றும்‌ ப-ன்‌ அனைத்து உட்கணங்களையும்‌ கொண்ட .8-யும்‌ பூலியன்‌ 
அறமங்கள்‌ என்பது தெளிவாகீறது. 


சார்பு என்பது மூன்று உருவங்களை உள்ளடக்கியதாகும்‌. அதாவது இரண்டு 
வெற்றற்ற கணம்‌ 3, Y மற்றும்‌ அவற்றிற்கிடையே %-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு ௩-க்கும்‌ 1-ல்‌ 
ஒரே ஒரு உறுப்பு ர-ஐ தொடர்பு படுத்தும்‌ 1 என்ற விதி என்பனவாகும்‌. இந்த விதியானது 
(9 - ஆகும்‌. இங்கு ) என்பது 1-ஐப்‌ பொறுத்து -ன்‌ நீழல்‌ (1/௮) ஆகும்‌. இந்தச்‌ 
சார்பு 1: %- Y எனக்‌ குறிப்பிடப்படும்‌. இந்தச்‌ சார்பினை, சார்பிடல்‌ (லத), நேரியல்‌ 
உருமாற்றம்‌ (1.1௩௦௨ா transformation), செயலி (Operator) எனவும்‌ இடத்திற்கேற்ப 
பயன்படுத்தலாம்‌. இங்கு X-என்பது 1-ன்‌ அரங்கம்‌ (ain) மற்றும்‌ 1(%) என்பது [ன்‌ 
வீச்சு (௩௨௭2௦) என்றழைக்கப்படும்‌. 


ஒரு சார்பின்‌ வீச்சில்‌ ஒரே ஒரு உறுப்பு மட்டுமே இருக்குமானால்‌, அந்தச்‌ சார்பு 
மாறிலிச்‌ சார்பு (Consiaாt 1பர௦1௦௦) எனப்படும்‌. சார்பு 1-ன்‌ வீச்சு "க்குச்‌ சமமாக 
இருக்குமானால்‌ அந்தச்‌ சார்பு மேல்‌ சார்பு (௦௩ 1௦ 1ப1௦1100) எனப்படும்‌. 
அவ்வாறில்லைவயனில்‌, அச்சார்பு உள்‌ சார்பு (ற 1௦ ரீபறC110௦॥) அல்லது சாதாரணமாக 
சார்பு என அழைக்கப்படும்‌. சில நேரங்களில்‌, நமது விவாதங்களுக்கு உட்படத்தப்படும்‌ 
கணங்கள்‌ வெளிப்படையாகத்‌ தெரியும்‌ போது, 1: 6-5 Y என குறியீடு வாயிலாக எழுத 
வேண்டிய அவசியமில்லை. அதற்குப்‌ பதிலாக ௩-5) என பயன்படுத்தினாலே 
போதுமானதாகும்‌. எடுத்துக்காட்டாக 53 - 52 என்ற சார்பை ௯ ) அல்லது ௩ %' எனப்‌ 


பயன்படுத்தலாம்‌. 


௨-ன்‌ அரங்கத்தில்‌ உள்ள ஒவ்வொரு ௩-க்கும்‌ 2(%)-1(%) என்றும்‌, 1-ன்‌ அரங்கம்‌, 
௨-ன்‌ அரங்கை உள்ளடக்கியிருக்குமானால்‌, £ என்ற சார்பு. சார்பு ஊன்‌ நீட்டிப்பு 
(Extension) (அல்லது சார்பு £, சார்பு [-ன்‌ கட்டுப்பாடு (Restriction) அல்லது சுருக்கம்‌ ) 
எனப்படும்‌. சார்பின்‌ வீச்சு மெய்வயண்களைக்‌ கொண்டிருக்குமானால்‌ அசசார்பு 
மெய்ச்சார்பு (Real function) எனப்படும்‌. இதேபோல, சார்பின்‌ வீச்சு 
மெய்புனையெண்களைக்‌ கொண்டிருக்குமானால்‌, அச்சார்பு மெய்புனையெண்சார்பு 
எனப்படும்‌. ஒவ்வாரு மெய்யண்சார்பும்‌ மெய்புனையெண்‌ சார்பு என்பது மிகவும்‌ 
வெளிப்படையானதே. இந்த நூல்‌ முழுவதும்‌, மெய்யெண்சார்பு, மெய்புனைலயண்‌ 
சார்புகளைப்‌ பற்றியே விவாதிக்கப்படுகின்றது. 


பொதுவாக, மெய்யண்‌ சார்பு, மெய்புனையெண்‌ சார்புகளைச்‌ சார்புகள்‌ 


எனவும்‌, மற்ற சார்புகளை. சார்பிடல்‌ (Maறறiறஜ) எனவும்‌ பயன்படுூத்தப்படுகீன்றது. 


ப 6 சார்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 


வெவ்வேறு உறுப்புகளுக்கு வெவ்வேறு நீழல்‌ உறுப்புகள்‌ இருக்குமானால்‌, 
அந்தச்‌ சார்பு ஒன்றுக்கொன்றான (0 1௦ ௦॥€) சார்பு எனப்படும்‌. 1 :  - Y என்ற சார்பு 
ஒன்றுக்கொன்றான மேல்‌ சார்பு எனில்‌, £-': ர ௯ % என்ற 1-ன்‌ நேர்மாற்றுசசார்பு (Inverse 
function) f -!(y) = x என வரையறை செய்யலாம்‌. எடுத்துக்காட்டாக y ௪ 6” என்ற சார்பின்‌ 


நோமாற்றுச்‌ சார்பு % - 10ஜூ ஆகும்‌. 


1-என்பது % மற்றம்‌ Y-க்கிடையே ஒன்றுக்கொன்றான மேல்‌ சார்பு எனில்‌, %-ல்‌ 
உள்ள ஒவ்வொரு உறுப்புக்கும்‌ Y-ல்‌ ஒரு உறுப்பும்‌, *-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு உறுப்புக்கும்‌ 
2-ல்‌ ஒரு உறுப்பும்‌ தொடர்பு இருக்கும்‌. இந்தச்‌ சார்பினை ஒன்றுக்கொன்றான இயைபுச்‌ 
சார்பு (One to one correspondence) என அழைக்கலாம்‌. இதே போல f --என்ற 
சார்பையும்‌ ஒன்றுக்கொன்றான இயைபுச்‌ சார்பு என அழைக்கலாம்‌. 


1: X ௮ ¥ என்ற சார்பு கீழ்க்கண்டவாறு இரண்டு கணச்‌ சார்பிடல்‌ (Set mapping) 
களை உருவாக்கத்தூண்டூகிறது. அதாவது & என்பது %-ன்‌ உட்கணம்‌ எனில்‌, அதன்‌ 
நீழல்‌ 1(4)={1(%):௬€A} என்பது, Y-ன்‌ உட்கணமாகும்‌. இந்தச்‌ சார்பு ஒரு %-ன்‌ 
உட்கணத்தை "ன்‌ உட்கணமாக மாற்றுகிறது. இதேபோல, B என்பது *-ன்‌ 
உட்கணமெனில்‌, 1-ன்‌ நேர்மாற்றுச்‌ சார்பு 1-1, உட்கணம்‌ B-யை £-1(B) = {xX : f(X)eB} 
என மாற்றுகிறது. ப்‌ 


கணசார்பிடலானது கண உள்ளடக்கல்‌ (Set inclusion) மற்றும்‌ கணத்தின்‌ மீது 
உள்ள செயலிகள்‌ பொறுத்து எவ்வாறு செயல்படுகிறது என்பதை தெரிந்து கொள்வது 
மிகவும்‌ தேவையான ஒன்றாகும்‌. முதல்‌ கண .சார்பிடலுக்கான முக்கிய 


குன்மைகளாவன. 


(1) f()=0d, NCY 
(2) ASE AS=>E(A JENA) 
(3) f(A) u f(A) 

(4) F(A) = AAA) 


மேலே கொடுக்கப்பட்டூள்ள அனைத்துத்‌ தன்மைகளையும்‌ எளிதில்‌ நிறுவலாம்‌. 
இந்த வாக்கீயங்களில்‌ உள்ள ஒழுங்கற்றத்‌. தன்மையை வாசகர்கள்‌ எளிதில்‌ 
உணரலாம்‌. அதாவது, வெட்டுக்கணங்களின்‌ நீழல்‌ என்பது நீழல்களின்‌ வெட்டுக்‌ 
கணங்களுக்குச்‌ சமமாக இருக்காது. ஏனெனில்‌ இரண்டு இணைப்பில்லாக்‌ 
கணங்களின்‌ நீழல்கள்‌ இணைப்பில்லாத . கணங்களாக இருக்காது. 


இரண்டாவது கணச்சார்பிடல்‌ முதல்‌ சார்பிடலினை விட நன்கு செயல்படுகிறது. 
இதன்‌ தன்மைகளாவன. 


பிரிவினை மற்றும்‌ சமமான தொடர்பு 7 

(917109, f(Y)=X 

(2) BB. 1 

(3) 1 (OB) = GTB) 

ட்ப) ஒர) 

(BD = OT 

இந்தத்‌ தன்மைகளை எளிதீல்‌ நீறுவலாம்‌. நாம்‌ இப்போது மேலும்‌ ஒரு 

கொள்கையைப்‌ பற்றிக்‌ காண்போம்‌. அதாவது இரண்டூ சார்புகளின்‌ பெருக்கல்‌ 
அல்லது இயைபு (Composition) பற்றி காணலாம்‌. y ௪ “11 என்பது ஒரு சார்பு, மற்றும்‌ 
2- sin) என்பது மற்றொரு சார்பு எனில்‌ இதனை இணைத்து ஒரே சார்பாக 2-- sin (௩-11) 
என எழுதலாம்‌. இதனை கீழ்க்கண்டவாறு வரையறை செய்யலாம்‌. 1:  ¥ மற்றும்‌ 
௨ :¥ 2 என்பன இரண்டு சார்புகள்‌ எனில்‌ இதன்‌ பெருக்கல்‌ ஜு: %- 2 என்ற சார்பை 
(ஓர) ௬ ஈ ஐ (0) என வரையறுக்கலாம்‌. இதீல்‌ பயன்படுத்தப்படூம்‌ சார்புகள்‌ ஏதாவது 
இரண்டு சார்புகள்‌. முதல்‌ சார்பின்‌ வீச்சும்‌ இரண்டாவது சார்பின்‌ அரங்கமும்‌ சமமாக 
இருந்தால்‌ மட்டுமே இந்தப்‌ பெருக்கல்‌ வரையறை செய்யலாம்‌. பொதுவாக, முதல்‌ 
சார்பின்‌ வீச்சு இரண்டாவது சார்பினுடைய அரங்கத்தின்‌ உட்கணமாக இருந்தாலே 
இரண்டு சார்புகளின்‌ பெருக்கல்‌ என்பது பொருளுடையதாகும்‌. இங்கு 1-என்பது முதல்‌ 
சார்பு, 2 என்பது இரண்டாவது சார்பு எனில்‌ இதன்‌ பெருக்கல்‌ 21 ஆகும்‌. 


| 


X,. 26, என்பன ஏதாவது இரண்டு வெற்றற்ற கணங்கள்‌ எனில்‌, இவற்றின்‌ 
பெருக்கல்‌ என்பது %, ௬ %,- £(%,,%,) : X,€%,, 06%) என வரையறை செய்யப்படும்‌. 
20 -ல்‌ ஓ உறுப்புகளும்‌, X,-ல்‌ ஏ உறுப்புகளும்‌ இருக்குமாயின்‌ % % %,-ல்‌ ற0-உறுப்புகள்‌ 
இருக்கும்‌. இந்த வரையறையை ॥-கணங்களுக்கு நீட்டிக்கலாம்‌. இங்கு ॥ என்பது 
ஏதாவது ஒரு நேர்ம முழு எண்‌, %,, %... .. .. .,, என்பது 1-வெற்றற்ற கணங்கள்‌ எனில்‌, 
அவற்றின்‌ பெருக்கல்‌ %, ௬ %., %..... xX ={(K,, டல்‌ x ):xeEX i= 1,2..n} ஆகும்‌. 
ட... ௬ X எனில்‌ % ௬ %, %. . . %- ஐ. என எழுதலாம்‌. இதேபோல 
ட... %- R அல்லது 6 எனும்‌ போது %,; ௬ %, ௬. . 4 %, என்பது ௩” அல்லது 
0 ஆகும்‌. R", 0? என்பது யூக்ளிடீன்‌ வெளி (Euclidean space) அல்லது அலகுநிலை 
1- வெளி (Unitary n-space) எனப்படும்‌. 


2. பீர்வினை மற்றும்‌ சமமான ஒதாடர்பு 
Partition And Equivalence Relation 

ஒன்றுக்கொன்று இணைப்பில்லா 26-ன்‌ உட்கணங்கள்‌ 1 %.), 0 ௬:௪ & 
எனும்போது %-ன்‌ பிரிவினை எனப்படும்‌. % என்பன பிரிவினைக்‌ கணங்கள்‌ (ஒகாt1௦ா 
sets) எனப்படும்‌. எடுத்துக்காட்டாக, -என்ற மெய்யெண்‌ கணத்தை விகிதமுறு எண்கள்‌ 
கணம்‌, விகிதமுறா எண்கள்‌ கணம்‌ என பிரிவினையாக்கலாம்‌. என்ற கணத்தில்‌ R 
என்ற இருமத்‌ தொடர்பு (binary relation) என்பது (%, y) அல்லது XR) என வரையறை 
செய்யலாம்‌. அதாவது % ஆனது, y-ஐ ₹-இனால்‌ தொடர்புபடூத்தப்பட்டூள்ளது. இதனைச்‌ 


சாதாரணமாகத்‌ தொடர்பு எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. இந்தத்‌ தொடர்பானது கீழ்க்கண்ட 


6 சார்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 


கட்டுப்பாடுகளை நிறைவு செய்யுமானால்‌ சமானத்‌ தொடர்பு (Equivalence relation) 


எனப்படும்‌. 


(1) ஒவ்வொரு :டக்கும்‌ XX (தற்சுட்டு) (Reflexivity) 
(2) xRy => yRx (சமச்சீர்மை) (Smmetry) 
(3) xRy, yRz -> xRz (கடப்புத தன்மை) (Tரansitivity) 


% என்பது %-ல்‌ ஓர்‌ உறுப்பு எனில்‌, %-ன்‌ உட்கணம்‌ [x] = {y : yRx} என்பது X-ன்‌ 
சமான கணம்‌ (Equivalence set) எனப்படும்‌. அனைத்துச்‌ சமான கணங்கள்‌ %-ன்‌ 
பிரிவினையை உருவாக்கும்‌. ஏதாவது - இரண்டு சமான கணங்கள்‌ 
இணைப்பில்லாமலோ அல்லது சமமாகவோ இருக்கும்‌. 


X,Y என்ற இரண்டு கணங்களிடையே ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடைய மேல்‌ 
சார்பு இருக்குமெனில்‌, % என்பது Y-க்கு எண்ளவில்‌ சமமானவை (Numerically equivalent) 
எனப்படும்‌. ஏதாவது ஒரு முடிவுறு கணம்‌ N-உடன்‌ எண்ணளவில்‌ சமமாக 
இருக்குமெனில்‌, அக்கணம்‌, எண்ணத்தக்க முடிவுறாக்‌ (Countably infinite) கணம்‌ 
எனப்படும்‌. A என்ற கணம்‌ வெற்றில்லா முடிவுறு கணம்‌ அல்லது எண்ணதக்க முடிவுறா 
கணம்‌ ஆக இருக்குமானால்‌ அது எண்ணத்தக்க (C௦பாntable) கணம்‌ எனப்படும்‌. 
அவ்வாறில்லையெனில்‌ அந்தக்‌ கணம்‌ எண்ணக்ககா (100௦001215) கணம்‌ எனப்படும்‌. 


3. பகுதியாக்கப்பட்ட வரிசைக்‌ கணங்கள்‌ மற்றும்‌ பின்னல்கள்‌ 
Partially ordered sets and lattices 

கணத்தில்‌ இரண்டுவகையான தொடர்பு (Relation)கள்‌ இருக்கின்றன. 
வரிசைத்தொடர்பு (Order relation), சமான தொடர்பு (Equivalence relation) என்பனவாகும்‌. 
சமான தொடர்பு பற்றி முந்தைய பகுதியில்‌ சுருக்கமாகப்‌ பார்த்தோம்‌. இப்போது 
வரிசைததொடர்புப்‌ பற்றி காணலாம்‌. 


? என்பது வெற்றில்லாக்‌ கணம்‌. 1-ல்‌ உள்ள பகுதி வரிசைகவதாடர்பு (Paria 
order relation) ஆனது கீழ்க்கண்ட கட்டுப்பாடுகளை நிறைவு செய்யும்‌, - குறியிட்ட, ஒரு 
தொடர்பாகும்‌. 

(1) ஒவ்வொரு ௩-க்கும்‌ X ௩ , குற்சுட்டு 
(2) மற்றும்‌ xX (எதிர்சமச்சீர்மை 
(3) ௮ மற்றும்‌ ) <2 எனில்‌ 322 கடப்புத்தன்மை 


ஒரு பகுதி வரிசை தொடர்பு வ ரயறை செய்யப்பட்ட ஒரு கணம்‌ பகுதி வர்சைக்‌ 
கணம்‌ (Partially ordered set) எனப்படும்‌. பகுதிவரிசைக்‌ கணத்தின்‌ ஒவ்வொரு 
உட்கணமும்‌ ஒரு பகுதி வரிசைக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. 
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எடுத்துக்காட்டு 1 

1 என்பது அனைத்து நேர்ம முழு எண்களின்‌ கணம்‌. இதில்‌ 1 என்பது 1-ஐ 
11 என்ற எண்‌ வகுக்கும்‌ எனக்‌ குறிக்கும்‌. இந்தத்‌ தொடர்பைப்‌ பொறுத்து 1- ஒரு பகுதி 
வரிசைக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. 


எடுத்துக்காட்ட 2 

P என்பது முழு நிறைவுக்‌ கணம்‌ -ன்‌ அனைத்து உட்கணங்களின்‌ கணம்‌ 
எனில்‌, இதில்‌ A என்பது B-ன்‌ உட்கணம்‌ என்பதை A&B என்ற குறியீட்டால்‌ 
குறிப்பிடுவோம்‌ எனில்‌, < -ஐப்‌ பொறுத்து 1-என்பது ஒரு பகுதி வரிசைக்‌ கணமாகும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 3 

' என்பது X என்ற வெற்றற்ற கணத்தின்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ 
அனைத்து மெய்பெண்சார்புகளின்‌ கணம்‌. இதில்‌, %-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு ௩-க்கும்‌ 
(03-20) என இருக்குமாயின்‌. 12. எனக்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. 1 என்பது என்ற. 
குறியீட்டைப்‌ பொறுத்து ஒரு பகுதி வரிசைக்‌ கணமாகும்‌. 


ஒரு பகுதியாக்கப்பட்ட வரிசைக்‌ கணத்தின்‌ உள்ள இரண்டு உறுப்புகள்‌ 
ஒப்பிடக்கூடியவை (0௦0௩0 வ௨12) யாக இருக்கவேண்டூமானால்‌ ஓர்‌ உறுப்பு மற்றொரு 
உறுப்புக்குச்‌ சமமாகவோ அல்லது குறைவாகவோ இருக்கும்‌. சில பகுதியாக்கப்பட்ட 
வரிசைக்‌ கணங்களில்‌ கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள நான்காவது தன்மையையும்‌ 


கொண்டிருக்கலாம்‌. 
(4) 1-ல்‌ உள்ள எந்த இரண்டு உறுப்புகளும்‌ ஒப்பிடக்‌ கூடியவை 


P என்ற பகுதியாக்கப்பட்ட வரிசைக்‌ கணம்‌ (4) -ஆவது தன்மையையும்‌ 
கொண்டிருக்குமானால்‌ அது மொத்த வரிசைப்படூத்தப்பட்ட கணம்‌ (tally ordered set) 
அல்லது நேரியல்‌ வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணம்‌ (Liறearly ordered set) எனப்படும்‌. 


A என்பது 1-என்ற . பகுதியாக்கப்பட்ட வரிசைக்‌ கணத்தின்‌ உட்கணம்‌ என்க. 
4-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு உக்கும்‌ 3:28 எனும்‌ போது, % 1 என்ற உறுப்பு A-ன்‌ கீழ்‌ எல்லை 
அல்லது கீழ்வரம்பு (1,௦௦௦ b௦un0) எனப்படும்‌. இந்தக்‌ கீழ்‌ எல்லைகளில்‌ மிகப்பெரிய 
கீழ்‌ எல்லை மீப்பெரு கீழ்‌ எல்லை (Greatest lower bound) என்றழைக்கப்படும்‌. 
இதேபோல, A-ல்‌ உள்ள ஒவ்வாரு 2-க்கும்‌ ௨% எனும்‌ போது ௬ க? என்ற உறுப்பு &- 
ன்‌ மேல்‌எல்லை அல்லது மேல்வரம்பு (றற 0௦00) எனப்படும்‌. இந்த மேல்‌ 
எல்லைகளில்‌ மிகச்சிறிய மேல்‌எல்லை மீச்சிறு மேல்‌எல்லை (10851 upper bound) 
என்றழைக்கப்படும்‌. 


10 சார்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 


[,-என்ற பகுதியாக்கப்பட்ட வரிசைக்‌ கணத்தில்‌, எந்த இரண்டு உறுப்புகளுக்கும்‌, 
மீப்பெரு கீழ்‌ எல்லை, மற்றும்‌ மீச்சிறு மேல்‌ எல்லை இருக்குமானால்‌, 1. ஒரு பின்னல்‌ 
(Lattice) எனப்படும்‌. பின்னல்‌ 1.-ல்‌ 53 என்ற இரு உறுப்புகளின்‌ மீப்பெரு கீழ்‌ எல்லை 
௩௨3 எனவும்‌ மீச்சிறு மேல்‌ எல்லை % 3 எனவும்‌ குறிப்பிடப்படும்‌. மேலே 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று எடுத்துக்காட்டுகளுமே பின்னல்கள்‌ ஆகும்‌. 


| , என்பது ஒரு பின்னல்‌ 1. என்பது ட-ன்‌ உட்கணம்‌. 33 £ 1, எனில்‌, 73), 30 கரு 
என்பதும்‌ 1. -ல்‌ இருக்குமானால்‌ |, என்பது 1.-ன்‌ உள்பின்னல்‌ (பம்‌ 1811106) எனப்படும்‌. 


ஒரு பின்னலின்‌ ஒவ்வாரு உட்கணமும்‌ மீப்பெரு கீழ்‌ எல்லை மற்றும்‌ மீச்சிறு 
மேல்‌எல்லை கொண்டிருக்குமானால்‌, அந்தப்‌ பின்னல்‌ முழுப்பின்னல்‌ (Complete 


lattice) எனப்படும்‌. 


4. குலம்‌, வளையம்‌ மற்றும்‌ புலம்‌ ( Groups, Ring, Field ) 

G- என்ற வெற்றில்லாக்‌ கணத்தில்‌ வரையறை செய்யப்படும்‌ & என்ற இருமச 
செயலி (Binary Operation) கீழ்க்கண்ட கட்டுப்பாடுகளை நிறைவு செய்யுமானால்‌ அது 
ஃ-ஐப்‌ பொறுத்து ஒரு குலம்‌ எனப்படும்‌. 


(1)௨ட 60-80 6( 

(2)௨0௦,0௦6€-,8௨ (b4c)=(a+xb)+c 

(3) 6-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 3:-க்கும்‌, ௬% ௦ - 64% -% என்றவாறு உள்ள ஒரே ஒரு ௪,6G-ல்‌ 
இருக்கும்‌. இந்த உறுப்பு -முற்றொருமை உறுப்பு எனப்படும்‌. 


(4) 6-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 3டக்கும்‌, அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ ௬! என்ற உறுப்பு, 
௬ எ! ௦ என்றவாறு, 6-ல்‌ இருக்கும்‌. 


இந்தக்‌ குலம்‌, ௮, b €G ௯௮% b= b ட* ௨ என்ற கட்டுப்பாட்டை நீறைவு 
செய்யுமானால்‌, அது பரிமாற்றுக்‌ குலம்‌ (Commutative group) அல்லது அபிலியன்குலம்‌ 
(Abelian group) எனப்படும்‌. அனைத்து மெய்யெண்களின்‌ கணம்‌, கூட்டலைப்‌ பொறுத்து 
ஒரு குலம்‌ ஆகும்‌. 


௩ என்பது கூட்டலைப்‌ பொறுத்து ஓர்‌ அபிலியன்‌ குலமாகவும்‌ பெருக்கலைப்‌ 
பொறுத்துக்‌ கீழ்க்கண்ட கட்டுப்பாடுகளை நிறைவு செய்யுமானால்‌ அது ஒரு வளையம்‌ 
எனப்படும்‌. 

(1)x,y,ZER 5௩0302) - (xy) (இயைபு விதீ) 

(2)%,3, 2618 =>x(y +z) xy +xZz, பெர) 2-2 “32 (பங்கீட்டு விதி) 

அனைத்து இரட்டை எண்கள்‌ (Even ரமான) கூட்டல்‌ மற்றும்‌ பெருக்கலைப்‌ 
பொறுத்து ஒரு வளையம்‌ ஆகும்‌. 


குலம்‌, வளையம்‌ மற்றும்‌ புலம்‌ 11 


ஒரு வளையத்தில்‌ % y -- 350, %, ர ௨7௩ என்ற கட்டூப்பாட நிறைவு பெறுமானால்‌ 
அது பரிமாற்று வளையம்‌ (Commutative ring) எனப்படும்‌. ஒரு வளையத்தில்‌ 1 என்ற 
பூச்சியமில்லா உறுப்பு ௬11% - % என்றவாறு இருக்குமானால்‌ அந்த வளையம்‌ 
முற்றொருமை உள்ள வளையம்‌ (Ring with unity) எனப்படும்‌. இங்கு 1 என்பது 
வளையத்தின்‌ முற்றொருமை உறுப்பு ஆகும்‌. மேலும்‌ ௩-ல்‌ உள்ள %- என்ற 
உறுப்பிற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ y என்ற உறுப்பு %) - 3% =1 என்றவாறு R-ல்‌ 
இருக்குமானால்‌, y என்பது 3 -ன்‌ எதிர்மாறு (Inverse) உறுப்பு எனப்படும்‌. இதனை 3: 
என குறிப்பிடப்படும்‌. அதாவது y - %”. R-ல்‌ உள்ள % என்ற உறுப்புக்கு எதீர்மாறு 
இருக்குமானால்‌ அந்த உறுப்பு சீரான உறுப்பு (Rela) அல்லது ஒழுங்கான உறுப்பு 
எனப்படும்‌. முற்றொாருமை உறுப்பு உள்ள வளையம்‌ R-ல்‌ உள்ள அனைத்துப்‌ 
பூச்சியமில்லா உறுப்புகளும்‌ எதீர்மாறு உறுப்புகளைக்‌ கொண்டிருக்குமானால்‌ அந்த 


வளையம்‌ புலம்‌ (Fie!) எனப்படும்‌. 


1₹-என்பது வளையம்‌. R-ன்‌ ஏதாவது ஒரு வெற்றற்ற உட்கணம்‌ 5-ஆனது ஒ-ல்‌ 
வரையறை செய்யப்படும்‌ செயல்முறைகளைப்‌ பொறுத்து ஒரு வளையமாக 
அமையுமானால்‌ அது R-ன்‌ உள்‌ வளையம்‌ (50ம்‌ 112) எனப்படும்‌. 


சிறப்பு உள்‌ வளையங்கள்‌ பற்றி நாம்‌ இப்போது கவனம்‌ செலுத்துவோம்‌. R-ல்‌ 
ஒரு சீர்‌ வளையம்‌ (10௪௮!) என்பது, ஒவ்வொரு %€-க்கும்‌, [21-25 06/1, மற்றும்‌ 
5“ [| என்ற கட்டூபாட்டைப்‌ நிறைவு செய்யும்‌ உள்வளையம்‌ 1- ஆகும்‌. 1-என்பது R-ன்‌ 
முறையான உட்கணமாக (Proper subset) இருக்குமானால்‌, அது முறையான சீர்‌ 
வளையம்‌ எனப்படும்‌. {0} . ₹-என்பன R-ன்‌ அற்ப சீர்வளையம்‌ (11/18 10281) எனப்படும்‌. 
எனவே ஒவ்வொரு பூச்சியமில்லா உறுப்புகளையுடைய வளையத்தீற்கு குறைந்தது 
இரண்டு சீர்வளையங்கள்‌ இருக்குமென்பது வெளிப்படையானதாகும்‌. 


எடுத்துக்காட்டாக அனைத்து முழு எண்களின்‌ வளையத்தீற்கு, இரட்டை 
எண்களின்‌ கணம்‌ ஒரு சீர வளையம்‌ ஆகும்‌. 


வளையத்தின்‌ கட்டமைப்பும்‌ அதன்‌ சீர்வளையமும்‌ மிகவும்‌ ஹருங்கிய 
தொடர்புடைய தாகும்‌. அதாவது, இதனை 8-என்ற முற்றொருமை உறுப்புடைய 
பரிமாற்று வளையம்‌ புலமாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டுப்பாடு 
அது அற்பமற்ற சீர்வளையங்களைக்‌ கொண்டிருக்காது என்பது விளக்குகிறது. 


[-என்பது R-என்ற வளையத்தின்‌ சீர்‌ வளையம்‌ என்க. R-ல்‌ இரண்ட௫ூ 
உறுப்புகளுக்கிடையே ஒரு தொடர்பினை கீழ்கண்டவாறு வரையறை செய்வோம்‌. 
அதாவது 1-ல்‌ உள்ள %,) என்ற இரு உறுப்புகள்‌ 1-மடங்கில்‌ ஒருங்கிசை (Congruent 
m௦பlo 1) வான உறுப்புகள்‌ என, ௩%.) என்பது 1-ல்‌ இருக்கும்போது, அழைக்கலாம்‌. 
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இதனை ௩% £ y (௩௦0 1) எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. இந்தத்‌ தொடர்பானது சமானத தொடர்பு 
என்பதை எளிதில்‌ நிறுவலாம்‌. இந்த சமானத்‌ தொடர்பைப்‌ பயன்படுத்திச்‌ சமான 
வகுப்புக்‌ கணம்‌ (Equivalence class set) வரையறை செய்யலாம்‌. இதனை இங்கு இணைக்‌ 
கணம்‌ (6௦501) எனக்‌ குறிப்பிடப்படும்‌. இவற்றிலிருந்து R-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 
உறுப்புக்கும்‌ 3-க்கும்‌ அதன்‌ இணைக்‌ கணம்‌ [௬] - % + [| எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. 


கேற்றம்‌ 4.1 
₹-என்பது வளையம்‌. 1 என்பது %-ன்‌ சீர்‌ வளையம்‌ எனில்‌ 18/1 என்பது 
அனைத்து இணைக்‌ கணங்களின்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. இது 
(x+1)+ (y+1) =(x+y)+1, xyER, 
(x +-1) (y4-1) = xy +1, x,y € R என்ற 
இரும செயலிகளைப்‌ பொறுத்து ஒரு வளையம்‌ என நீறுவலாம்‌. இந்த வளையம்‌ ஈவு 
வளையம்‌ (பெ1் Ring) எனப்படும்‌. மேலும்‌, 1₹-பரிமாற்று வளையமாக இருக்கும்‌ 


போது R/1-ம்‌ பரிமாற்று வளையமாக இருக்கும்‌. 


௩. ௩' என்பன இரு வளையங்கள்‌. 1₹-லிருந்து ஒ ' -க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ 
சார்பிடல்‌ (Mapping) ஆனது 


F(x+y)= 1000-10) 

F(xy) —f(X)f(), x. yER- 
என்ற கட்டுப்பாட்டை நிறைவு செய்யுமானால்‌, அது ௪௪சயலலாப்புமைச்‌ சார்பு 
(homomorphism) எனப்படும்‌. இந்தச்‌ செயலொப்புமைச்‌ சார்பு ஒன்றுக்கொன்று 
தொடர்புடையதாக இருந்தால்‌, அது சமஒப்புமைச சார்பு (150௦101151) எனப்படும்‌. 


1! என்பது R-ன்‌ முறையான சீர்வளையம்‌ என்க. இந்தச்‌ சீர்வளையமானது வேறு 
எந்த முறையான சீர்வளையத்தின்‌ உள்‌ அடங்கியிருக்கவில்லையெனில்‌ அது ஸருமச்‌ 
சீரவனையம்‌ (Mலiறa| 14281) எனப்படும்‌. இந்தக்‌ கருத்தைப்‌ பயன்படூத்தி உடனடியாக 
கீழ்க்கண்ட தேற்றத்தைக்‌ நிறுவலாம்‌. 
தேற்றம்‌ 4.2 

௩ என்பது முற்றொருமை உறுப்பு. உள்ள பரிமாற்று வளையம்‌ என்க. 
சீர்வளையம்‌ 1-என்பது 5-ல்‌ பெருமச்‌ சீர்வளையமாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ 


போதுமான கட்டூப்பாடூ 13/1 என்பது ஒரு புலம்‌ ஆகும்‌. 


5. நேரியல்‌ எவள்கள்‌ (1_iear Spaces) 

1.-என்ற வெற்றற்ற திசையன்களின்‌ கணம்‌ கூட்டலைப்‌ பொறுத்து அபிலியன்‌ 
குலமாகவும்‌, அளவன்‌ பெருக்கலைப்‌ பொறுத்து கீழ்க்கண்ட கட்டூப்பாடுகளையும்‌ 
நிறைவு செய்யுமானால்‌, அது நேரியல்‌ வெளி அல்லது திசையவெளி எனப்படும்‌. 
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(1) a(x + y) = OX +Oy 

(2) (a+R)x = ax +x 

(3) (ap)x = a(x) 

(4) Ix=x | 
இங்கு அளவன்‌ ($௦8/8) என்பது மெய்யெண்கள்‌ அல்லது மெய்புனையெண்களைக்‌ 
குறிக்கும்‌ என்பதை மீண்டும்‌ நீறைவூட்ட விரும்புகிறேன்‌. இதில்‌ பயன்படூத்தப்படூும்‌ 
இரண்டூ செயலிகளும்‌ நேரியல்‌ செயல்கள்‌ (Linear operations) எனப்படும்‌. ஒரு நேரியல்‌ 
வெளி என்பது மெய்‌ நேரியல்‌ வெளி அல்லது மென்புனையெண்‌ நேரியல்‌ வெளி என 
அதில்‌ பயன்படூத்தப்படூம்‌ அளவனைப்‌ பொறுத்துக்‌ குறிப்பிடப்படும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 1 

அனைத்து மெய்யெண்களின்‌ கணம்‌ ௩-என்பது வழக்கமானக கூட்டல்‌ மற்றும்‌ 

பெருக்கலைப்‌ பொறுத்து நேரியல்‌ வெளி ஆகும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 2 
டே... x7 ERT 23-வது (௨ உட பினு அரு அறு 


எனில்‌, X+y = (உ, உண... ஆரு), AK = (AX, WX... ௭3%) என்ற நேரியல்‌ 
செயலிகளைப்‌ பொறுத்து ஒரு திசைய வெளி ஆகும்‌. 


எ௫ததுக்காட்௫ 3 

பூச்சியச்‌ திசையனை மட்டும்‌ கொண்ட கணம்‌ {0}; என்பது ஒவ்வொரு ௪ -வுக்கும்‌ 
& 0 = 0 என்ற அளவன்‌ பெருக்கலுக்கு நேரியல்‌ வெளி ஆகும்‌. இந்த வெளி பூச்சிய 
வெளி எனப்படும்‌. 


நேரியல்‌ வெளி 1.-ன்‌ வெற்றற்ற உட்கணம்‌ %4-ஆனது 1-ல்‌ உள்ள அதே 
நேரியல்‌ செயலிகளைப்‌ பொறுத்து ஒரு நேரியல்‌ வெளி ஆக அமையுமானால்‌ அது 
1,-ன்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி (1,1௦8 80 5றக௦6) எனப்படும்‌. இங்கு )M என்பது 1.-ல்‌ 
முறையான உட்கணம்‌ எனில்‌ 11-என்பது 1.-ன்‌ முறையான நேரியல்‌ உள்வெளி ஆகும்‌. 
10) வளி மற்று வெளி 1. என்பன முறையிலா நேரியல்‌ உள்வெளிகள்‌ (improper linear 


sub space) எனப்படும்‌. 


தேற்றம்‌ 5.1 க்‌ கனு 

M என்பது நேரியல்‌ வெளி 1.-ன்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி என்க. 1-ல்‌ உள்ள %-ன்‌ 
இணைக்கணம்‌ X+M={x+m:mE 11] என வரையறை செய்வோம்‌. இந்த இணைக்‌ 
கணங்களின்‌ கணம்‌. 1/4 என்பது: (+M)+(y+M)=(x+y)+M மற்றும்‌ 
a(x + M) = ax +M என்ற நேரியல்‌ செயல்களைப்‌ பொறுத்து ஒரு நேரியல்‌ வெளி 
ஆகும்‌. (இது ஈவு வெளி எனப்படும்‌) 
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5-0...) என்பது 1-ன்‌ வெற்றற்ற முடிவுறு உட்கணம்‌ எனில்‌, 
XX, 403, *....+ 0, X, என்பது 2020... -ன்‌ நேரியல்‌ சேர்க்கை எனப்படும்‌. 5-ன்‌ 
அனைத்து நேரியல்‌ கலவை [$] என்பது 1.-ன்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி என எளிதீல்‌ 
நிறுவலாம்‌. இந்த உள்வெளியானது 5-ஆல்‌ உருவாக்கப்பட்டது (5றக0) எனப்படும்‌. 
M,N என்பன 1,-ன்‌ இரு நேரியல்‌ உள்‌ வெளிகள்‌ எனில்‌, அவற்றின்‌ கூட்டல்‌ 
M+N=ix+y:xeM,ye€ N}என்பதும்‌ 1.-ன்‌ ஒரு நேரியல்‌ உள்வெளி என எளிதில்‌ 
நிறுவலாம்‌. இங்கு M+ - |, எனில்‌, 1-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு திசையன்‌ 2-ஐயும்‌ 2 - 1+, 
xeM, yeN-௭ன எழுதலாம்‌. இந்தக்‌ கூட்டல்‌ 2- 4-ஐ ஒரே ஒரு வகையில்‌ மட்டும்‌ எழுத 
- முடியுமானால்‌, M+ என்ற கூட்டல்‌ நேர்கூட்டல்‌ (011௦01 5யா) எனப்படும்‌. இதனை 
1. 1111 எனக்‌ குறிப்பிடப்படும்‌. 


தேற்றம்‌ 5.2 
M,N என்பன [1,-ன்‌ நேரியல்‌ உள்வெளிகள்‌, 1, - 14411 என்ற கூட்டல்‌ 
நேர்கூட்டலாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டூப்பாடூ MAN = 10} 


ஆகும்‌. 


இந்தத்‌ தேற்றத்திலிருந்து M,N என்ற உள்வெளிகள்‌ பூச்சியத்தை மட்டும்‌ 
பொதுவான உறுப்பாகக்‌ கொண்டிருக்கும்‌. பெரும்பாலும்‌ இந்த இரண்டு உள்வெளிகள்‌ 
இணைப்பில்லா வெளிகள்‌ (015]௦1% 88065) எனக குறிப்பிடலாம்‌. ஆனால்‌, இது 
கணக்கோட்பாட்டின்‌ படி பார்ப்போமானால்‌, 1.-ன்‌ எந்த இரண்டூ உள்வெளியானது 
எப்போதுமே, இணைப்பற்றதாக இருக்காது. இந்த நேர்கூட்டல்‌ தன்மையை மூன்று 
அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட உள்வெளிகளுக்கு நீட்டிக்கும்‌ போது 
L=M, லர்‌, 9...M,,n > 2என எழுதலாம்‌. இங்கு 1.-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு %-ஐயும்‌ 
8-3 யர... ட, EM,,i=1,2,....n என ஒரே ஒரு வழியில்‌ எழுதலாம்‌. 


1.-என்பது நேரியல்‌ வெளி. 5-1 20... ] என்பது 1.-ன்‌ உட்கணம்‌ எனில்‌, 
௩. என்ற திசையன்களுக்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌, அனைத்து ௨,,ய,...0, -ம்‌ 
பூச்சியமில்லாமல்‌, 0,401, %, *......0, ௩ - 0 ஆகும்‌ எனில்‌, கணம்‌ 5-நேரியல்‌ 
சார்புடைய கணம்‌ (Lincary dependant set) எனப்படும்‌. அவ்வாறில்லையெனில்‌ 5 ஒரு 
நேரியல்‌ சார்பற்ற கணம்‌ எனப்படும்‌. அதாவது ௦ ௩,401, %, *......௦ % - 0 எனும்போது 
0௦-01 -....., - 0 எனக்‌ கிடைக்குமானால்‌, 5- என்ற கணம்‌ நேரியல்‌ சார்பற்ற கணம்‌ 


நேரியல்‌ சார்பற்ற கணம்‌ 5-ஐ உ ள்ளடக்கியிருக்கின்ற அனைத்து முறையான 
1,-ன்‌ உட்கணங்களும்‌ நேரியல்‌ சார்புள்ள கணங்களாக இருக்குமானால்‌, 5 என்பது 
பெரும நேரியல்‌ சார்பற்ற கணம்‌ (Maximal linerly independent) எனப்படும்‌. 
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5-1% 0...) என்ற நேரியல்‌ சார்பற்ற கணம்‌ 1.-ஐ உருவாக்குமானால்‌, 
அதாவது 1-ல்‌ உள்ள ஒவ்வாரு %-ஜயும்‌  %,,%,...4,-ன்‌ நேரியல்‌ சேர்க்கையாக 
எழுதமுடியுமானால்‌, கணம்‌ 5 ஆனது அடிக்கணம்‌ (138515) எனப்படும்‌. இந்த 
வரையறையிலிருந்து நேரியல்‌ வெளி 1.-ன்‌ உட்கணம்‌ 5 என்பது அடிக்கணமாக 
அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டூப்பாடூ 5 ஒரு பெரும நேரியல்‌ 
சார்பற்றக்‌ கணமாகும்‌ என்பதை உணரலாம்‌. இவற்றிலிருந்து கீழ்க்கண்ட தேற்றத்தை 
நிறுவலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 5.3 
5 என்பது, 1.-என்ற நேரியல்‌ வெளியில்‌ நேரியல்‌ சார்பற்ற கணம்‌ எனில்‌ 
அதற்கேற்றவாறு 13 என்ற அடிக்கணம்‌ 5 - என இருக்கும்‌. 


ஒரு நேரியல்‌ சார்பற்ற கணம்‌ என்பது வரையறைப்படி வெற்றற்ற கணம்‌. 
மேலும்‌ அது பூச்சிய உறுப்பை உள்ளடக்கீயிருக்காது. எனவே 1.-(0; என்ற நேரியல்‌ 
வெளிக்கு நேரியல்‌ சார்பற்ற கணம்‌ இருக்காது. ஆனால்‌ 1, * 0] என்ற நேரியல்‌ 
வெளிக்கு நேரியல்‌ சார்பற்ற கணம்‌ இருக்கும்‌. இந்தக்‌ கருத்தின்‌ அடிப்படையில்‌ கீழே . 
உள்ள தேற்றத்தை நீறுவலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 5.4 
ஒவ்வொரு பூச்சியமில்லா நேரியல்‌ வெளியும்‌ அடிக்கணத்தைக்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 


தேற்றம்‌ 5.5 
ட-என்பது பூச்சியமில்லா நேரியல்‌ வெளி மற்றும்‌ 8,,8, என்பன அதன்‌ 
அடிக்கணங்கள்‌ எனில்‌, 13 ,8,-ல்‌ உள்ள உறுப்புகளின்‌ எண்ணிக்கைச சமமாக 


இருக்கும்‌. 


ஒரு நேரியல்‌ வெளியின்‌ அடிக்கணத்தில்‌ உள்ள உறுப்புகளின்‌ எண்ணிக்கை 
அந்த நேரியல்‌ வெளியின்‌ பரிமாணம்‌ (1910005100) எனப்படும்‌. அந்த அடிக்கணத்கதில்‌ 
உள்ள உறுப்புகளின்‌ எண்ணிக்கை முடிவுறு எண்ணாக இருக்குமானால்‌ முடிவுறு 
பரிமாண வெளி (Finite dimensional space) எனப்படும்‌. அவ்வாறில்லையெனில்‌ அது 


முடிவில்லா பரிமாண வெளி எனப்படும்‌. 


6. நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ (Linear Transformation) 
ஒரே அளவன்‌ புலத்தைப்‌ பொறுத்து 1, 1. என்பன நேரியல்‌ வெளிகள்‌ என்க.. 


ா : [, அ 1, என்ற சார்பிடல்‌ 


[6 சார்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 


(1979-0. உர 6 1, 

(2) T(ax)= aT(x).xeL,aeF 
அல்லது 
T(ax + fy)=aT(x)+BT(y},aBeF,x,yeL 
என இருக்குமானால்‌ அது நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ எனப்படும்‌. 


1, ட, என்பன ஒரே அளவன்‌ புலத்தைப்‌ பொறுத்து நேரியல்‌ வெளிகள்‌. 
லிருந்து 1. -க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ அனைத்து நேரியல்‌ உருமாற்றங்களின்‌ 
கணம்‌ 

(TD )x = T, (x)+T, (x), xe 
| (aT, Yx) = Ol, (x).a eF,xeL 
என்ற செயலிகளைப்‌ பொறுத்து ஒரு நேரியல்‌ வெளி ஆகும்‌. இந்த நேரியல்‌ வெளியில்‌ 
0(X)=0,X &L என்பது பூச்சிய உருமாற்றம்‌. மேலும்‌ [(*)= X,X 6 ட என்பது 
முற்றொருமை உருமாற்றமாகும்‌. 


1 என்ற நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடைய மேல்‌ சார்பு 
எனில்‌, அதற்குத்‌ தகுந்தாற்‌ போல்‌ எதிர்மாறு நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ 1”! இருக்கும்‌. இது 
T= = தன்மையுடையதாகும்‌. 1 என்ற நேரியல்‌ உருமாற்றததீற்கு 
எதிர்மாறு நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ இருக்குமெனில்‌, அது அருநீலையற்ற (1101 Singular) 
நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ எனப்படும்‌. அவ்வாறில்லையெனில்‌, 1 என்பது, அருநீலை 
(Singular) நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ எனப்படும்‌. 


|, என்பது M,N என்ற உள்வெளிகளின்‌ நேர்கூட்டலாகக்‌ எடூத்துக்‌ 
கொள்வோமானால்‌, அதாவது ],- M௫ எனில்‌. [,-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 2-ஐயும்‌ 
z/=x+y,xeM,yc«Neஎன ஒரே ஒரு வழியில்‌ எழுதலாம்‌ என்பதை மீண்டும்‌ 
நீனைவூட்டப்படுகீறது. இந்த வெளி 1.-ல்‌ £(2) ௪ % என்ற சார்பு நேரியல்‌ உருமாற்றமாக 
அமைகின்றது. இந்த உருமாற்றத்தை 14-ன்‌ வழியாக M-ன்‌ மீது வீழல்‌ (1101௦௦14௦1) என 


வரையறை செய்வோம்‌. 


7. அறும்‌ (Algebra) 
இது வரை அறம அமைப்புகளின்‌ குலம்‌, வளையம்‌, புலம்‌ மற்றும்‌ நேரியல்‌ 
வெளிகள்‌ பற்றி மிகவும்‌ சுருக்கமாகப்‌ பார்த்தோம்‌. இந்தப்‌ பகுதியின்‌ இறுதியாக அறமம்‌ 
பற்றிக்‌ காணலாம்‌. 
A-என்ற நேரியல்‌ வெளியில்‌ திசையப்‌ பெருக்கல்‌ கீழ்க்கண்ட கட்டுப்பாடுகளை 
நிறைவு செய்யுமானால்‌ அது அறமம்‌ எனப்படும்‌. 
(CO KOZ) = (xy). x, Y.ZEA 


அறமம்‌ | 7 


(29701 ZT ஜு ரதத 
(“நச XZTYZ x,Y.ZEA 

(3) a(xy) - (ax)y ன (007), 0 ட 
இங்கு 1: என்பது மெய்யெண்‌ கணமானால்‌, அறமம்‌ .&-ஆனது மெய்‌ அறமம்‌ (Real 
Algebra) எனப்படும்‌. [£-மெய்புனையெண கணமானால்‌, A-என்பது மெய்புனையெண்‌ 
அறமம்‌ (Complex Algebra) எனப்படும்‌. அறமம்‌ &-ஆனது 

AY ஒல்‌ 2 MVEA 
என்ற கட்டுப்பாட்டை நீறைவு செய்யுமானால்‌ பரிமாற்று அறமம்‌ (Commutative Algebra) 
எனப்படும்‌. அறமம்‌ A-ஆனது 

வறுத்தல்‌ 
என்றவாறு 1 என்ற முற்றாருமை உறுப்பை உள்ளடக்கியிருக்குமானால்‌ அது 
முற்றொருமையுடன்‌ கூடிய அறமம்‌ எனப்படும்‌. | 


இவற்றிலிருந்து அறமம்‌ என்பது ஒரு நேரியல்‌ வெளி மற்றும்‌ வளையம்‌ 
என்பதை மிகவும்‌ தெளிவாக உணரமுடிகிறது. A, என்பது அறமம்‌ A-ன்‌ வெற்றற்ற 
உள்கணம்‌ என்க. &-ல்‌ உள்ள அதே செயல்களைப்‌ பொறுத்து A, ஒரு அறமமாக 
அமையுமானால்‌, &, என்பது &-ன்‌ உள்‌ அறமம்‌ (பம்‌ 412008) எனப்படும்‌. 


எடுததுக்காட்டு 1 | 
£-என்பது மெய்யெண்களின்‌ கணம்‌. இது கூட்டல்‌ மற்றும்‌ பெருக்கலைப்‌ 
பொறுத்து முற்றாருமை உறுப்புடைய பரிமாற்று மெய்‌ அறமம்‌ ஆகும்‌. 


A-என்ற அறமத்தின்‌ உட்கணம்‌ 1-ஆனது &-ன்‌ உள்௮வளியாகவும்‌, 
சீர்வளையமாகவும்‌ இருக்குமானால்‌, அது அறமக சீர்வளையம்‌ (Algebra Idcal) 


எனப்படும்‌. 


பின்வரும்‌ பகுதிகளில்‌ அறமத்தைப்‌ பற்றி விரிவாகக்‌ காணலாம்‌. 


OCOD 


பகுத்‌ -2 


பானக்‌ வவளிகள்‌ 
(Banach Spaces) 


இந்தப்‌ பகுதியில்‌, தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ தொடர்புடைய மூன்று 
அடிப்படைத்‌ தேற்றங்களை மையமாகக்‌ கொண்டு பெரும்பான்மையான தேற்றங்கள்‌ 
விவரிக்கப்பட்டுள்ளன. அதாவது ஹான்‌ பானக்‌ தோற்றம்‌, தீறந்த சார்பிடல்‌ தேற்றம்‌, 
சீரான வரம்புறுத்‌ தேற்றம்‌ ஆகிய மூன்று தேற்றங்களும்‌ அவற்றோடு தொடர்புடைய 
துணைத்‌ தேற்றங்களும்‌ இப்பகுதியில்‌ இடம்பெற்றுள்ளன. இந்தக்‌ கோட்பாடுகள்‌ 
அனைத்தும்‌ பகுப்பாய்விலிருந்து தொடங்கப்பட்டானும்‌ அதன்‌ அமைப்பு மற்றும்‌ 
கட்டமைப்பு ஆகியவற்றைப்பற்றி இங்குப்‌ படிப்பதே நமது முக்கீய நோக்கமாகும்‌. 


8. வரையறை மற்றும்‌ எடுததுக்காட்டுகள்‌ 
N என்ற நேரியல்‌ வெளியில்‌ (114: 50806) உள்ள ஒவ்வொரு திசையன்‌ ( Vector) 
க்கும்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ || % || என்ற மெய்யன்‌ கீழ்க்கண்ட கட்டுப்பாடுகளைக்‌ 


கொண்டிருக்குமானால்‌ 


(1) கட்டோடு உட 
WoO Ty NNT YI 
0) axl || lx ll, 


11 - என்பது அலகை நேரியல்‌ எவள்‌ (Normed linear space) எனப்படும்‌. இங்கு 
॥ ௬ [| - என்பது ௬ - ன்‌ அலகை எனப்படும்‌. இது 11 - ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ 
மெய்யெண்‌ சார்பு ஆகும்‌. மேலும்‌ || ௬ | என்பதை % - ன்‌ நீளம்‌ எனவும்‌ கருதலாம்‌. 
ஒவ்வொரு அலகை நேரியல்‌ வெளியும்‌, ஓர்‌ அளவை வெளி (Metric space) அல்லது 
யாப்பு வெளி என, 0 (%;)) - || ௬ - || என்ற யாப்பைப்‌ பயன்படுத்தி நிறுவலாம்‌. 


ஒரு முழு அலகை நேரியல்‌ வெளி என்பது பானக்‌ வள (Banach space) 
எனப்படும்‌. இங்கு பானக்‌ வெளியைப்‌ பற்றி விரிவாகப்‌ படிப்பதே நமது நோக்கமாகும்‌. 
பல எளிமையான ஆனால்‌ மிகவும்‌ முக்கியமான அலகை நேரியல்‌ வெளி 
தொடர்புடைய கோட்பாடுகள்‌ யாவும்‌ 


வரையறை மற்றும்‌ எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 19 


xk yi 5 lly ll = (1) 
என்ற சமனிலியை அடிப்படையாகக்‌ கொண்டவையாகும்‌. 


தேற்றம்‌ 8.1 
N என்பது அலகை நேரியல்‌ வெளி எனில்‌ 
பி - 111 51-13 =Nஆகும்‌ 


நீறுவல்‌ 
35] எனில்‌, ॥%|-|%*3 +y I< Ilx=y I+ ily | 
அதாவது ॥% | - ly |I<llx- yl - (2) 


இவற்றிலிருந்து, - (|| ௬ ||- | |) =Ily I= lx I< lly - xl Fly || 


எனவே | ||- || 2 -|x-y | : (3) 
சமன்பாடு (2). (3) ஆகியவை இணைந்து சமன்பாடு (1)-ஐக்‌ கொடுக்கிறது. 


சமன்பாடு (1)-லிருந்து, அலகை (Nr) தொடர்ச்சியான தென எளிதில்‌ 


நீறுவலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 8.2 

11 - என்பது அலகை நேரியல்‌ வெளி எனில்‌, || . | : ௬ அ K என்ற அலகை 
தொடர்ச்சியானதாகும்‌. 
நீறுவல்‌: தேற்றம்‌ 8.1-ன்படி |॥%, |॥-|%]15 ॥%) -%]| > (4) 


நாம்‌ இப்போது (:: ) என்ற தொடர்வரிசை (Sequence) N-ல்‌, X என்ற புள்ளியில்‌ குவிகிறது 
என எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. எனவே (4)-ன்‌ வலதுபுறம்‌, 1௩௯௨ எனும்‌ போது, பூச்சியத்தை 
நெருங்கும்‌. அதனால்‌ இடதுபுறமும்‌ பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. இவற்றிலிருந்து, 
(| % |) என்ற தொடர்‌ வரிசை || % |-ல்‌ குவியும்‌. எனவே அலகை என்பது 


தொடர்ச்சியானதாகும்‌. 


தேற்றம்‌ 8.3 
N என்ற அலகை நேரியல்‌ வெளியில்‌ கூட்டல்‌ மற்றும்‌ அளவன்‌ பெருக்கல்‌ 


தொடர்ச்சியானவையாகும்‌. 


நீறுவல்‌: கூட்டல்‌ மற்றும்‌ அளவன்‌ பெருக்கல்‌ தொடர்ச்சியானவை என நீறுவுவதற்குப்‌ 


சீ] 6:70, ல எனும்‌ போது, ௬%, ,-. ௨ ௦ நெருங்கும்‌ என எடுத்துக்கொண்டு 
உரு 5 x+y, 0x, > ox என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. 
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இப்போது, || (௨ *,)- (x +y)|!< |x, - x+y, = I: இங்கு ॥ அளவிலியை 
நெருங்கும்‌ போது || , - ||, |, - ர || ஆகியவை பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. எனவே 
மேலே உள்ள சமனிலியின்‌ வலது புறமும்‌ பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. இவற்றிலிருந்து 
டட 3.) என்ற தொடர்வரிசை %- y- ல்‌ குவியும்‌ என்பது நிறுவப்படுகிறது. 


இதே போல ॥௦3,-001-]|௦,0%,-207(0,-0)%]|5|00]11%,-%17 1002 al IIx |. 
இங்கு ॥ ௮ ௯ எனும்‌ போது, இச்சமனிலியின்‌ வலது புறம்‌ பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. 
அதனால்‌ இடதுபுறமும்‌ பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌ எனவே 10 X, என்ற தொடர்வரிசை 
டல்‌ குவியும்‌ என்பது நீறுவப்படூகீறது. 


இவற்றிலிருந்து கூட்டல்‌ மற்றும்‌ அளவன்‌ பெருக்கல்‌ தொடர்ச்சியானவை 
என்பது, நமக்குத்‌ தெரிந்த தேற்றத்தின்‌ படி, தெளிவாகீறது. 


பானக்‌ வெளிகளுக்கு சில எடூத்துக்காட்டுகள்‌ கீழே கொடூக்கப்பட்டுள்ளன. 


எடூத்துக்காட்டு 1: ௩ மற்றும்‌ (: என்ற நேரியல்‌ வெளிகள்‌ | % ||“ | |. % 6 ௩ அல்லது 
௩௨ 0 என்ற அலகை பொறுத்து அலகை நேரியல்‌ வெளி ஆகும்‌. மேலும்‌ இரு ஒரு 
பானக்‌ வெளி ஆகும்‌. 


எடூத்துக்க௱ட்டூ 2: R"= (0.30...) :%6 185), -(% 2 . 20) :XEC} என்ற நேரியல்‌ 
வெளிகளுக்குப்‌ பல வகைகளில்‌ அலகை வரையறை செய்யலாம்‌. அவற்றில்‌ ஒன்று 


11 


20] = 620 ்‌ என்பதாகும்‌. இந்த அலகைப்‌ பொறுத்து 15” மற்றும்‌ 0” அலகை 
| 
நேரியல்‌ வெளிகள்‌ ஆகும்‌. இந்த இரு வெளிகளுமே பானக்‌ வெளிகள்‌ ஆகும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 3: 1 என்பது 1 £ 2? £ ௦ என்றவாறு உள்ள மெய்யண்‌ எனில்‌, 
௫௫ (௩, 5. -. X,) :% 614) என்பது ஒரு நேரியல்‌ வெளி, இந்த வெளி 


| - 
( n p 
|| ௬ ||, - 2 | | என்ற அலகைப்‌ பொறுத்து ஒரு பானக்‌ வெளி ஆகும்‌. 
| 


எடுத்துக்காட்டு 4: ற என்பது 1 - 1 - உ என்றவாறு உள்ள மெய்யயண்‌ எனில்‌, 
13...) :%) ௪ R} என்பது நேரியல்‌ வெளி. இந்த வெளி 
| 


| 1 piss 
| x |, == 3k | என்ற அலகைப்‌ பொறுத்து ஒரு பானக வெளி ஆகும்‌. 
| 
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எடுததுக்காட்டு 5: என்பது ஒரு திணைய வெளி (Topological Space). C (2) என்பது 
X-ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்பட்ட அனைத்து வரம்புடைய தொடர்ச்சியான அளவன்‌ 
மதீப்புடைய சார்புகளின்‌ கணம்‌. இந்தக்‌ கணம்‌ சார்புக்‌ கூட்டல்‌ மற்றும்‌ அளவன்‌ 
பெருக்கலைப்‌ பொறுத்து ஒரு நேரியல்‌ வெளி ஆகும்‌. இந்த வெளி, || £ | ௪ ஊற | £ (௬) | 
என்ற அலகைப்‌ பொறுத்து ஒரு பானக வெளி ஆகும்‌. 


தேற்றம்‌ 8.4: ௩1 என்பது 11 என்ற நேரியல்‌ வெளியின்‌ மூடிய உள்ளி. N/) என்ற 
ஈவு வெளியில்‌ உள்ள இடது இணைக்கணம்‌ % - ) -ன்‌ அலகை 

|| x+M (|= ர்‌] படர | ராகி ) - (6) 
என வரையறுக்கப்படும்‌ போது, 11/11 ஒரு அலகை நேரியல்‌ வெளி ஆகும்‌. மேவும்‌ N 
ஒரு பானக வெளி எனில்‌, N/M) -ம்‌ ஒரு பானக வெளி ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: /) என்பது (2414) *(y*M)= (x+y)+M மற்றும்‌ ௦: (x+M) =x +M என்ற 
செயல்களைப்‌ பொறுத்து ஓர்‌ ஈவு வெளி (பெல்‌ 50806) ஆகும்‌. இந்த வெளியில்‌ 
நரி உர || : me M}eன வரையறை செய்யப்படுகிறது. முதலில்‌ || 4+) || என்பது 
ஓர்‌ அலகை என நீறுவ வேண்டும்‌. இங்கு, || ௬+) || ௪ 0 என்பது வரையறையின்‌ படி 
மிகவும்‌ எளிதானதாகிறது. %1-என்பது N-ல்‌ மூடிய உள்ஸிவளி. | 14 || ௪ 0 எனும்‌ போது 
அதற்குத்‌ தகுந்தாற்‌ போல்‌ 1-5௨ அ], |[-0 என்றவாறு {௱, என்ற தொடர்வரிசை 
M-ல்‌ இருக்கும்‌. இவற்றிலிருந்து ௩ க) என்பது தெளிவாகீறது. எனவே ௩1M, இங்கு 
௬M என்பது N/M -ல்‌ பூச்சிய உறுப்பு. எனவே | xரM ||= 0 ௮ X+M = 0 
அடுத்ததாக, || 014) - (y*+M) |= || (x+y) + M| 

= inf {||x+y +m|l:m e M} 

= inf {|| x+y + m, + m|l:m,,m, eM} 

< inf {||x+m ||+|ly +mil:m,,m, eM} 

= inf {|jx-+m,|l: m, eM} + int {||y +m ||: mM} 

= |x +M [8] 5 +M| 


அதாவது || (3) * (y+M)| = || x+M||+Iy +M||. இதேபோல | (%-+M)||=laliix +M] 
எனவும்‌ நிறுவலாம்‌. இவற்றிலிருந்து, (6)-ல்‌ வரையறை செய்யப்பட்ட அலகை, 
அலகைக்குரிய கட்டுப்பாடுகளை நிறைவு செய்கிறது என்பது தெளிவாகிறது. எனவே 
N/M ஓர்‌ அலகை நேரியல்‌ வெளி ஆகும்‌. 


N-என்பது முழு அலகை நேரியல்‌ வெளி என எடூத்துக்‌ கொள்வோம்‌ N/M -ம்‌ 
முழு அலகை நேரியல்‌ வெளி என நீறுவ வேண்டும்‌. இதனை நீறுவுவதற்குப்‌ பதிலாக 
11/%1-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு காசியின்‌ தொடர்‌ வரிசையும்‌ குவியும்‌ தன்மையுள்ள 
உள்தொடர்வரிசையைக்‌ கொண்டிருக்கும்‌ என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. 


எடூத்துக்கொள்ளப்பட்ட காசியின்‌ தொடர்வரிசையிலிருந்து |[(X,M)-(x,*M)|<, 


22 சார்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 


| (x, ¥M)-(, TM) < A | x, +M)- (x 
என்ற தொடர்‌ வரிசையை உருவாக்கலாம்‌. இந்த தொடர்‌ வரிசை N/M-ல்‌ குவியும்‌ என 


புர) என்ற வாறு உள்ள 1,4] 
நிறுவ வேண்டும்‌. y, என்பது 314 என்ற இணைக்‌ கணத்திலும்‌ ), என்பது %, 174 என்ற 
இணைக்கணத்தில்‌ ஏதாவது ஒரு தீசையனும்‌ |; -3,] ௬/2 என உள்ளவாறு எடுத்துக்‌ 
கொள்வோம்‌. இதே போல, %,4+M-ல்‌ 4, என்ற தீசையனை |: என உள்ளவாறு 
எடூத்துக்காள்வோம்‌. இதே முறையை மீண்டும்‌ மீண்டும்‌ பின்பற்றி (53... ॥- 2” என 
உள்ளவாறு (9. என்ற தொடர்‌ வரிசையை உருவாக்கலாம்‌. 

இங்கு ॥ - ஈ எனில்‌, 


| வ்‌ | = | க்‌ ஸ்‌ ப | oi | படு ட | TEMS Yaar | 
ன்‌ நம்‌ i igml Sas ale 10-1 
< (தடை! 


அதாவது ௩: ஈ எனும்‌ போது ||. - y || - 1871 ஆகும்‌. எனவே %: என்பது N-ல்‌ ஒரு 
காசியின்‌ தொடர்வரிசையாகும்‌. இங்கு N-என்பது முழு அலகை நேரியல்‌ வெளி. எனவே 
() க்கு தகுந்தாற்‌ போல்‌ N-ல்‌ ர என்ற திசையின்‌ ௯௯ எனும்‌ போது, 4/3 என்றவாறு 
இருக்கும்‌. அதாவது [ற நூரு. 


இப்போது || (X,*M) - (y+M) |= II (x, -y) 111 
— inf{ ||(x,-y) +m ||: meM} 
= ॥%, -3/| 
அதாவது || (2 14) - (y+M) || < |X, -3॥. இங்கு ௯ எனும்‌ போது |: 31-20, 
எனவே இடதுபுறமும்‌ |: +) - (+M)|| அ 0 ஆகும்‌. இவற்றிலிருந்து 11/14 என்பது 
ஒரு முழு அலகை நேரியல்‌ வெளி என நிறுவப்படுகிறது. எனவே 71/11 ஒரு பானக்‌ 
வெளி ஆகும்‌. 


பயீற்சீக்‌ கணக்குகள்‌: 

| . என்பது பூச்சியமல்லாத அலகை நேரியல்‌ வெளி எனில்‌ அது பானக்‌ வெளி ஆகத்‌ 
தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டுப்பாடு {& : || ௩ || - 1 என்பது ஒரு முழு வெளி 
ஆகும்‌. | 

2. பானக்‌ வெளி 13 என்பது 14, 11 என்ற உள்வெளிகளின்‌ நேர்‌ கூட்டல்‌ 3 - 1 ஐ. N, 
மற்றும்‌ 2“13 என்ற திசையனை 2 - 3-3), EM, yeN என ஒரே ஒரு முறையில்‌, 


எழுதுவோமானால்‌, ॥2, - ॥ ௬ | * || ர | என்பது B - ன்‌ அலகை ஆகும்‌. 


3. ஹோல்டர்ஸ்‌ சமனிலி (Holder's inequality) 


்‌ ட்டி 
21531] [8,124 -ஐ நிறுவுக. இங்கு ்‌ ழ்‌ ன ப்‌ 
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4. மின்‌ களஸ்கி சமனிலி (Minkowski’s inequality) |x sf | 3 |x|, 2 | |, - ஐ நீறுவுக. 


9. காடாச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றங்கள்‌ 

தொடர்ச்சியான உருமாற்றம்‌ மற்றும்‌ அதன்‌ தன்மைகள்‌ ஆகியவற்றைப்‌ பற்றி 
இந்தப்‌ பகுதியில்‌ காணலாம்‌. N,' என்பன ஒரே அளவன்‌ புலத்தைப்‌ (Scalar field) 
பொறுத்து அலகை நேரியல்‌ வெளிகள்‌ என்க. 1' என்பது 1! லிருந்து N'-க்கு நேரியல்‌ 
உருமாற்றம்‌ எனில்‌, 211 என்ற புள்ளியில்‌ தொடர்ச்சியான உருமாற்றமாக அமைய 
௩ என்ற தொடர்வரிசை ௩-ல்‌ குவியும்‌ ஏனில்‌ {1(% ) என்ற வரிசைத்‌ தொடர்‌ 1225-ல்‌ 
குவியும்‌ என்பது தெரிந்த ஒன்றே. இந்தப்‌ பகுதியின்‌ முக்கிய நோக்கமே பல 
வரையறைகள்‌ உருவாக்குவதும்‌, வெளி 11-லிருந்து N'-க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ 
அனைத்து நேரியல்‌ உருமாற்றங்களையும்‌ ஓர்‌ அலகை நேரியல்‌ 
வெளியாக்குவதுமேயாகும்‌. 


தேற்றம்‌ 9.1 
11 31” என்பது அலகை நேரியல்‌ வெளிகள்‌ என்க. 1 என்பது 11-லிருந்து N'-க்கு 
நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ எனில்‌, கீழே கொடுக்கப்பட்டூள்ள கட்டுப்பாடுகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று 


சமமானவையாகும்‌. 


(1) 1- தொடர்ச்சியானது 

(4) பூச்சியத்தில்‌ 1 தொடர்ச்சியானது. அதாவது ௬, 0 ₹(%,) 0 

(ம) N-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு டக்கு தகுந்தாற்போல்‌ r(x) < ப: என்ற தன்மையுடைய 
1: ௨௦ என்ற மெய்யெண்‌ இருக்கும்‌. 

(iv) 5- Ix |x| 5 1 1] என்பது N-ல்‌ மூடிய அலகுக்‌ கோளம்‌ எனில்‌, 1(5) என்பது N'-ல்‌ 


வரம்புடையதாகும்‌. 


நீறுவல்‌: (1) ௮ (1) 1 தொடர்ச்சியானது என எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. மேலும்‌ 
1 (0) = 0 எனவே %,-0 51) (0) - 0, இவற்றிலிருந்து 1 என்பது பூச்சியத்தில்‌ 
தொடர்ச்சியானது என்பது நிறுவப்படுகிறது. மறுதலையாக, 1- என்பது பூச்சியத்தீல்‌ 
தொடர்ச்சியானது எனில்‌ 
K =P EA ௬௩-20 
I ST (x,-x) 50 

ST (x,)-1(x)->0 

090. டய 
எனவே 1 என்பது 5-ல்‌ தொடர்ச்சியானது. அதனால்‌ N-ல்‌ தொடர்ச்சியனாது 


(1) (ம்‌ * என்ற சார்பு பூச்சியத்தில்‌ தொடர்ச்சியானது என எடூத்துக்கொள்வோம்‌. 
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மேலும்‌ ((/1)-ல்‌ உள்ளது போல எந்த ஒரு மெய்யண்‌ ஈயும்‌ இல்லை என 
எடூத்துக்காள்வோம்‌. எனவே ஒவ்வொரு நோமமுமு எண்‌ ஈ-க்கும்‌ அதற்கு 
தகுந்தாற்போல்‌ || 1 (%) > ௩3, || என்ற கட்டுப்பாட்டை நிறைவு செய்யுமாறு உள்ள 
௨) என்ற தொடர்வரிசையை 14- ல்‌ எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 


அதனால்‌, |! 1௨/௦1 1|)॥/: 1 எனக்‌ கிடைக்கும்‌. எனவே || 1 (,) || 1. இங்கு 
y, %,/ || %, || இவற்றிலிருந்து, ஏ, பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌ போது 1 (),) பூச்சியத்தை 
நெருங்காது என்பது தெளிவாகிறது. எனவே 1 என்பது பூச்சியத்தில்‌ 
தொடர்ச்சியானதல்ல என்பது நீறுவப்படூகீறது. 


மறுதலையாக 1-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு ௩-க்கும்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்‌ போல்‌ 
॥ மு. || 5184] என்ற தன்மையுடைய & 0 என்ற மெய்யெண்‌ இருக்கும்‌ என 
எடுத்துக்காள்வோம்‌. இவற்றிலிருந்து | 7 (0) | & || %, |. எனவே % - 0 எனும்‌ 
போது 1 (%,) 5 0 எனவாகும்‌. அதாவது 7 என்பது பூச்சியத்தில்‌ தொடர்ச்சியானதாகும்‌. 


(11/4) ௫ (0) ஓர்‌ அலகை நேரியல்‌ வெளியின்‌ வெற்றற்ற உட்கணம்‌, வரம்புடையதாக 
அமைய தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டுப்பாடு, அந்த உட்கணம்‌ 
ஆதிப்புள்ளியை மையமாகக்‌ கொண்ட மூடிய கோளத்தினுள்‌ அடங்கியிருக்கும்‌ என்பது 
நமக்குத்‌ தெரியும்‌. இவற்றிலிருந்து | * || - 1 எனில்‌ | 1: 60) |: | % | ல்‌ பிரதியிட, 
| 1 (௬) [-₹% எனக்‌ கிடைக்கும்‌. அதாவது 1 (5) வரம்புடையதாகும்‌. மறுதலையாக 1(5) 
என்ற கணம்‌ ஆதீப்புள்ளியை மையமாகக்‌ கொண்ட &- ஆரமுடைய மூடிய 
கோளத்தினுள்‌ அடங்கியிருக்கும்‌ என எடுத்துக்கொள்வோம்‌. % - 0 எனும்‌ போது 
1 0-0 ஆகும்‌. எனவே || ₹ (2) || -% || ௬ || என நிறுவப்படுகிறது. % * 0 எனும்‌ போது 
௬ / || ௬ || என்ற திசையன்‌ 5-ல்‌ இருக்கும்‌. எனவே ॥ 1(%/|%1)1/5% IT (MOEKIXI 


வரம்புடைய நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ 

1 என்ற நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ | (௩) | ₹% | % |, ௩14 என்ற கட்டுப்பாட்டை 
நிறைவு செய்யுமாறு அதற்குத்தகுந்தாற்‌ போல்‌ & 2 0 என்ற மெயயெண்‌ இருக்கும்‌ 
எனில்‌, 1: என்பது !- ன்‌ வரம்பு (௦௦ம்‌) எனப்படும்‌. இந்த உருமாற்றம்‌ 1-ஐ, வரம்புடைய 
நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ எனலாம்‌. எனவே தேற்றம்‌ 9.1-ன்‌ படி நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ 1” 
தொடர்ச்சியானதாக அமைய தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டூப்பாடூ 1 
வரம்புடையதாகும்‌. நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ 1-ன்‌ அலகை 
ITI sup யாலு॥:॥1/51) (7) 
என வரையறை செய்யலாம்‌. 11 * (0) எனும்‌ போது இந்த அலகை வரையறையினை 
ITI -ஷ॥ால॥:|3051) (8) 
எனவும்‌ எழுதலாம்‌. மேலும்‌ தேற்றம்‌ 9.1.-ன்படி 1-ன்‌ அனைத்து வரம்புகளின்‌ கணமும்‌ 
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1(S)- உள்ளடக்கிய ஆதீப்புள்ளியை மையமாகக்‌ கொண்ட அனைத்து மூடிய 
கோளங்களின்‌ ஆரங்களின்‌ கணமும்‌ சமம்‌. இவற்றிலிருந்து 1-ன்‌ அலகை மற்றொரு 
வகையிலும்‌ வரையறுக்கலாம்‌. அதாவது 

T ||= inftk : k = 0 மற்றும்‌ ॥ T (x) |<K|lx|l,xeN} - (9) 

இவற்றிலிருந்து | 1 60 | 1 | ௬ ஸ்‌ (10) 








என்ற நேரியல்‌ வெளியிலிருந்து ' என்ற நேரியல்‌ வெளிக்கு வரையப்படும்‌ 
அனைத்துத்‌ தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றங்களின்‌ கணத்தை 3 (N, N') எனக்‌ 
குறிப்பிடலாம்‌. இந்தக்‌ கணம்‌ (1, +1.) =, () * 1, (%) மற்றும்‌ (ஈ1)%- எ (T(x)) 
என்ற இருமச்‌ செயலியைப்‌ பொறுத்து நேரியல்‌ வெளி ஆகும்‌. 


கேற்றம்‌ 9.2 

14 மற்றும்‌ 11” என்பன நேரியல்‌ வெளிகள்‌. இ (14, 14) என்பது (1, *1,)%- 1, (8) 
+ T(x), (aT) ௨ (Tx), ௪௨௮ xeN என்ற நேரியல்‌ செயலி (11108 operator) யைப்‌ 
பொறுத்து ஓர்‌ நேரியல்‌ வெளியாகவும்‌ | 7 || ஊர £7 (0) ॥:| || 13 என்ற அலகைப்‌ 
பொறுத்து, ஒரு அலகை நேரியல்‌ வெளி ஆகவும்‌ இருக்கும்‌. மேலும்‌ ' என்பது ஒரு 
பானக்‌ வெளி எனில்‌ இ (14, N') என்பதும்‌ ஒரு பானக்‌ வெளி ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: 2(N, 1) என்பது ஓர்‌ நேரியல்‌ வெளி என நீறுவுவது மிகவும்‌ எளிகானதாகும்‌. 
எனவே அதனை படிப்பவர்களுக்கே விடப்படுகீறது. நாம்‌ இப்போது 1' முழு வெளி 
எனும்‌ போது 2(N. N') ம்‌ ஓர்‌ முழு வெளி என நீறுவ வேண்டும்‌. 


(1 ) என்பது 2(N, N)-ல்‌ காசியின்‌ தொடர்வரிசை என்க. % என்பது N-ல்‌ எதாவது 
ஒரு திசையன்‌ எனில்‌, | 1, (0-1, 01-10, -19 5], - 111 ௬. இவற்றிலிருந்து 
(1 (%) என்பது N-ல்‌ ஒரு காசியின்‌ தொடர்‌ வரிசை என்பது தெளிவாகீறது. ஆனால்‌, 
N' ஒரு முழு நேரியல்‌ வெளி, எனவே {1 (%)]-க்குத்‌ தகுந்தாற்‌ போல்‌ N-ல்‌ 1 (0) என்ற 
ஒரு திசையன்‌, 1 ௨ எனும்‌ போது 1(% ) - 100) என்றவாறு இருக்கும்‌. இதனிடையில்‌ 
T(x)= lim... T, ப) என்ற நேரியல்‌ உருமாற்றத்தை 11-லிருந்து N'-க்கு வரையறை 
செய்யலாம்‌. இந்த நீரூபணத்தை முடிவுக்கு கொண்டு வருவதற்கு, 1' தொடர்ச்சியானது 
மற்றும்‌ 2(N, N')-ல்‌ உள்ள அலகைப்‌ பொறுத்து 1-1 என நிறுவினால்‌ 
போதுமானதாகும்‌. | 10) || = | 1m 1,0 II = lim || TC || < (11114௩ I) - 
(supllT, )॥%]. இவற்றிலிருந்து !' என்பது வரம்புடையதாகும்‌, எனவே தொடர்ச்சியானது 


என்பது தெளிவாகிறது. இங்கு (1) ஒரு காசியின்‌ தொடர்‌ வரிசை எனவே, 


கொடுக்கப்பட்ட ௦ - 0 அதற்கு தகுந்தாற்‌ போல்‌ 1, என்ற நேரம முழு எண்‌|!' - 1: || ௩€, 


ற, > ॥, என்ற கட்டுப்பாட்டை நிறைவு செய்யுமாறு இருக்கும்‌. |8/21 எனில்‌ ற. ॥ ம, 
எனும்‌ போது |1 (9 - 16) | =I, T= IT ர] =I Tz Ti 4௪ ஆகும்‌. 


பி பய 
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அதாவது | (0-1 0) || 26, ற, > ॥,. இந்தச்‌ சமனிலியில்‌ ॥-ஐ நீலை எண்ணாகவும்‌, 
1 ௦ ஆகவும்‌ எடுத்துக்‌ கொள்வோமானால்‌ || % || £1 என்றவாறு உள்ள அனைத்து 
க க்கும்‌. |, (௬) - T(x) || 6, m > உ, எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 

எனவே ௩ > ॥, எனும்‌ போது | 7, - 7 || 6 ஆகும்‌. இவற்றிலிருந்து | 1; என்ற 
தொடர்‌ வரிசை 1- ல்‌ குவியும்‌ என்பது நிரூபணமாகிறது. 


11 என்பது அலகை நேரியல்‌ வெளி. 11-லிருந்து N-க்கு வரையறுக்கப்படூம்‌ 
தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌, ௨௪யல்‌ (௦0௦801) எனப்படும்‌. N-ன்‌ மீது 
வரையப்படும்‌ அனைத்துச்‌ செயலிகளின்‌ கணத்தை (11) என குறிப்பிடலாம்‌. தேற்றம்‌ 
9.2 - ன்‌ படி  பானக்‌ வெளி எனும்‌ போது 2(N) ம்‌ ஒரு பானக்‌ வெளி ஆகும்‌. மேலும்‌, 

| 1 1 | ~ sup ¢II(TT) (Il: Ix I< 15 

~ sup (IT (T(x) Il: IIx I<1; 
< sup {IIT IIIT II: Ix I< 13 
ITINT I 
அதாவது. | SITIT I ்‌ (11) 


முந்தைய பகுதியிலிருந்து கூட்டல்‌ மற்றும்‌ அளவன்‌ பெருக்கல்‌ 2(N)-ல்‌ 
தொடர்ச்சியானது என்பது தெளிவாகிறது. சமன்பாடு | 1-ஐப்‌ பயன்படுத்திப்‌ பெருக்கலும்‌ 
தொடர்ச்சியானது என நீறுவலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 9.3 
14 என்பது அலகை நேரியல்‌ வெளி எனில்‌, 2(N)- ல்‌ பெருக்கல்‌ 


தொடர்ச்சியானதாகும்‌. 


நீறுவல்‌: 1, 1” என்பன 2(N)-ல்‌ தொடர்ச்சியானது. 7 1” தொடர்ச்சியானது என நிறுவ 
வேண்டும்‌. இதற்குப்‌ பதிலாக 1௯ ௯ எனும்‌ போது 1 ௯1, 1 ' 1'எனில்‌ 1 1 171” 
என நீறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. இப்போது | 1 1 '- TT |= | TT" -T TAT - 
TTSIT NIT’ - TANT, - T IIT’ |. இப்போது -, ௨ எனும்‌ போது மேலே உள்ள்‌ 
சமனிலியின்‌ வலதுபுறம்‌ பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. எனவே இடதுபுறமும்‌ பூசசியததை 


நெருங்கும்‌. இவற்றிலிருந்து 1 1 ' ௯ 11” என்பது தெளிவாகிறது. 


N, N' என்பன அலகை நேரியல்‌ வெளிகள்‌. N-லிருந்து N'-க்கு வரையப்படும்‌ 
ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடையே நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ 1 ஆனது, | 1020) || |, 211 
எனும்‌ போது, சமயாப்புன்ள சம ஒப்புமைசீ சார்பு (15௦metric iS0morphism) எனப்படும்‌. 
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10. ஹான்‌ பானக்‌ தேற்றம்‌ (Hahn-Banach Theorem) 

R மற்றும்‌ C என்பன மிகவும்‌ எளிமையான அலகை நேரியல்‌ வெளிகள்‌ ஆகும்‌. 
N-என்பது ஏதாவது ஒரு அலகை நேரியல்‌ வெளி. N-லிருந்து ௩ அல்லது C-க்கு 
வரையப்படும்‌ அனைத்து தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ &(14,1₹) அல்லது 
(N.C) ஒரு அலகை நேரியல்‌ வெளி ஆகும்‌. இந்த அலகை நேரியல்‌ வெளி 14-ன்‌ 
ஒஇணையிய எவள்‌ (Conjugate space) எனப்படும்‌. இதனை N*-எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. 
N-ல்‌ உள்ள உறுப்புகளைத்‌ தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ சார்பின அல்லது அளவன்‌ 
மதிப்புள்ள (5௦8/8 valucd) தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ சார்பு அல்லது சுருக்கமாகச்‌ சார்பின 
(Functional) எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. 


எட௫த்துக்க௱டூ 1 
/,. என்பது அலகை நேரியல்‌ வெளி, இந்த அலகை நேரியல்‌ வெளியின்‌ 


/3 
| 


| 
இணையிய வெளி. /”, ஆகும்‌. அதாவது (7-7. " இங்கு ப்‌ | 


துணைத தேற்றம்‌ 10.1 

ர என்பது அலகை நேரியல்‌ வெளி N-ன்‌ உள்ளி என்க. மேலும்‌ £ என்பது 
M- ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ சார்பின. 3, என்பது 14- ல்‌ இல்லாது 11- ல்‌ உள்ள 
ஒரு தீசையன்‌. 14,- M+[%,] என்பது 1, X,- ஆல்‌ உருவாக்கப்படும்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி 


ட 


எனில்‌ !- ஐ, 10, மீது॥ £, || || £ || என்றவாறு உள்ள £ என்ற சார்பினவாக நீட்டிக்கலாம்‌. 


நிறுவல்‌: றத துணைத தேற்றத்தை, என்பது மெய்யண்‌ நேரியல்‌ வெளி என 
எடுத்துக்கொண்டு நீருபணம்‌ செய்வோம்‌. ட்ன்‌ பொதுமைப்பண்பு மாறாமல்‌ || £ || 1 
என எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. %, என்பது M-ல்‌ இல்லாத காரணத்தினால்‌, N-ல்‌ உள்ள 
ஒவ்வொரு ஏ - ஐயும்‌, ஓy=X+எ Xs: ER, ௩614 என ஒரே ஒரு அமைப்பில்‌ விவரிக்கலாம்‌. 
ஒவ்வொரு மெய்யெண்‌ !, - |, க்கும்‌ (+x) =F) +a வே ~ F(X} +e 1, என்ற 
வரையறைப்படி, 1-ஐ 1, என்ற சார்பினவாக M மீது நீட்டிக்கப்படுகின்றது. 


இந்தப்‌ பகுதியில்‌, நமது நோக்கம்‌ |*| - 1 என நிறுவுவதே தயாகும்‌. இதற்குப்‌ 
பதிலாக, ஒவ்வொரு க, ஒவ்வொரு எ * 0 க்கும்‌ I ௫2 k=l +௮ % || என்றவாறு 
உள்ள ஒரு 1, காண்பதேயாகும்‌. 
இங்கு 1,(௩*+ (பெ ௭  . எனவே மேலே கொடுக்கப்பட்ட சமனிலியை | 
-॥%/ சஃு]51(9) & 1, || * + (|| என எழுதலாம்‌ அல்லது 
- f(x) - | த்‌ lat, - 1 (x) +|x 0, | எனவும்‌ எழுதலாம்‌ மேலும்‌ 
Le) lta) +x, llr <-f la, |(x/e)+x,| ர) 
பூமி கப்டன்‌ | 
உ, 614 எனில்‌ EDEN ம) 


எனன: 


28 சார்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 


<|f(x,-x)I< 1111-36 
-|5-ஆ1-[டேரு)- (உர | 
< || x, + x [43 + Xgl 
அதாவது - £(2)-|% * ஏ, | €- f+ IIx, +x, || (13) 
எனவே, 8. என்ற இரண்டு மெய்யெண்களை கீழ்க்கண்டவாறு 
a= sup{-1(x)-|Ix+x,ll:x 614) 
b = inf {- f(x) +llx+x,|l:x eM; 
என வரையறை செய்யலாம்‌. எனவே (13) ன்‌ படி ௨ 6. நாம்‌ இப்போது 1, என்ற 
மெய்யெண்‌ ௨ £1, ₹ b எனத தேர்ந்ததெடுத்துக்‌ கொள்வோமானால்‌. கொடுக்கப்பட்ட 
சமனிலி ( 1 2) நீறைவடைகீறது. 


அடுத்ததாக மேலே நிறுவப்பட்ட முடிவைப்‌ பயன்படுத்தி, 14 என்பது 
மெய்புனையெண்‌ (Complex number) அலகை நேரியல்‌ வெளி எனும்‌ போதும்‌ இந்தத்‌ 
தேற்றத்தின்‌ முடிவு பொருந்தும்‌ என இரண்டாவது பகுதியில்‌ நீறுவ வேண்டும்‌. இங்கு 
| என்பது M- மீது வரையறுக்கப்படும்‌ மெய்புனை மதசிப்புச்‌ சார்பு என்க. மேலும்‌ || £|| = 1 
எனவும்‌ எடுத்துக்கொள்வோம்‌. த, h என்பது 1- ன்‌ மெய்‌ மற்றும்‌ கற்பனைப்‌ பகுதி. 
அதாவது, ₹ (௩) ஐ (ட) + ih (%), ௩ € M.இங்கு ஐ, ப என்பன மெய அலகை நேரியல்‌ வெளி . 
M-ன்‌ மீது மெய்‌ மதிப்புச்‌ சார்புகள்‌ ஆகும்‌. மேலும்‌ || £ | - 1 எனவே | | 5 | ஆகும்‌. 
சமன்பாடுகள்‌ 
((12)-11() மற்றும்‌ 
f(ix) = g (ix) + ih (Ix) 
if (x)= ig (x) - h (x) இணைந்து 
ந (௩) “ - ஓ (i) எனக்‌ கொடுக்கிறது. எனவே £ (௩%). ஐ (%)- நஜ (1X) என எழுதலாம்‌. 
முந்தைய பகுதியில்‌ உள்ள முடிவின்‌ படி சார்பு 2-ஐ 2, என்ற மெய்மதீப்புச்‌ சார்பாக 
௩1 -மீது || ஐ || - | ஐ || என்றவாறு நீட்டிக்கலாம்‌. மேலும்‌ 14, மீது [, என்ற சார்பை 
[ (x) - ஐ,(%) - 1210) என வரையறை செய்வோம்‌. ॥,என்பது 14,- மீது £-ன்‌ நீட்டிப்பு 
என்பதையும்‌ 1, (௩+y)={, (x) +}, (ஸு. மற்றும்‌ 1 (௫ ௬) ௪ 1 0). ௭ மெய்யெண்‌, எனவும்‌ 
எளிதில்‌ நீறுவலாம்‌. 


((20)-ஐ(9)-1த(020-த0௰ *1த090-1(த0 -ig(ix)) +i fx) என்ற முடிவிலிருந்து 
அனைத்து மெய்புனையெண்‌ ௪ -க்களுக்கும்‌ மேலே கொடுக்கப்பட்ட தன்மைகள்‌ 
பொருந்துகின்றன. எனவே. 1, என்பது 14, என்ற மெய்புனை அலகை வெளியில்‌ ஓரு 
மெய்புனை மதீப்புச்‌ சார்பு ஆகும்‌. இறுதியாக நாம்‌ நீறுவ வேண்டியது || 1, ||“ 1. இதனை 
நிறுவுவதற்கு || % | -- 1 என்றவாறு உள்ள XM, என்ற தீசையனுக்கு | £, (2) | 5 1 எனக 
காண்பித்தால்‌ போதுமானதாகும்‌. 1 (௩) மெய்யெண்‌ எனும்போது !'() - ௨,(%) மற்றும்‌ 
! 21 1 ஆகியவற்றிலிருந்து முடிவு எட்டப்படுகிறது. 1. (2) மெய்புனையெண்‌ எனில்‌ 1 0 
என்னும்‌ போது 1'(:0) - £௪ என எழுதலாம்‌. அதனால்‌ |, (x) =r=e "(x)= i, (6 த. 
நமது முடிவு || ௨2 ௬ |= || ௬ || ௪ 1 மற்றும்‌ (,(9₹%) மெய்யண்‌ ஆகியவற்றிலிருந்து 
நீறுவப்படுகிறது. 
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தேற்றம்‌ 10.2 ஹான்‌ பானக்‌ தேற்றம்‌) 
M என்பது என்ற அலகை நேரியல்‌ வெளியின்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி மற்றும்‌ !' 
என்பது.M-ன்‌ மீது சார்பினச்‌ சார்பு. எனில்‌ ! என்பதை || £, || || £|| என்றவாறு 1, என N 


மீது நீட்டிக்கலாம்‌. 


நீறுவல்‌: 14, 14... . . . . என்பன 14-ஐ உள்ளடக்கிய ஒரே அலகையினால்‌ 
உருவாக்கப்பட்ட -ன்‌ உள்வெளிகள்‌ மற்றும்‌ 1.1, 1. . . . முறையே M .. ),. . -.. மீது 
வரையறுக்கப்பட்ட (“ன்‌ நீட்டிப்புகள்‌. இந்த நீட்டிப்புக்கள்‌ ! 5 1 என்ற தொடர்பினால்‌ 
உருவாக்கப்பட்ட பகுதி வரிசைப்படுத்தப்பட்ட ஒரு கணம்‌. இங்கு 1; - 1 என்பது 1-ன்‌ 
அரங்கம்‌ (Domain) (- ன்‌ அரங்கத்தினுள்‌ அடங்கும்‌, அரங்கம்‌ !- ல்‌ உள்ள அனைத்து 
களுக்கும்‌ 120) - (00) மேலும்‌ ஏதாவது ஒரு நீட்டிப்புகளின்‌ சங்கிலியின்‌ சேர்ப்புக்கணம்‌ 
(Union) மும்‌ ஒரு நீட்டிப்பாகும்‌. இந்த நீட்டிப்பு அந்தச்‌ சங்கிலியின்‌ மேல்‌ எல்லை ஆகும்‌. 
ஜோன்‌ துணைத்‌ தேற்றத்தின்‌ (2௦5 1/௮) படி அங்கு 1, என்ற பெரும (Mஷ1௱ஃ।) 
நீட்டிப்பு இருக்கும்‌. இந்த நீட்டிப்பு 1 -ன்‌ அரங்கம்‌ வெளி 14 முழுமையும்‌ ஆகும்‌. 
அவ்வாறு இல்லையெனில்‌ 1, -ஐ மேலும்‌ நீட்டிக்கலாம்‌. ஆனால்‌ இது ஜோன்ஸ்‌ 
துணைத்‌ தேற்றத்தீற்கு முரண்பாடாகும்‌. 


தேற்றம்‌ 10.3 

11 என்பது அலகை நேரியல்‌ வெளி மற்றும்‌ %, என்பது N-ல்‌ உள்ள 
பூச்சியமல்லாத திசையன்‌ எனில்‌, அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ 1, என்ற உறுப்பு N*-ல்‌ 
1%) “| % மற்றும்‌ | 4 | - ! என இருக்கும்‌. - 


நீறுவல்‌: M ௪ [௦ %,] என்பது, ௩,- ஆல்‌ உருவாக்கப்பட்ட, -ன்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி 
என்க. மேலும்‌ என்பதை M மீது 1(0,) ௪ || || என வரையறை செய்வோம்‌. 1 என்பது 
M -ன்‌ மீது 12) - || 5, ॥ மற்றும்‌ | £|| - 1 என்றவாறு ஒரு சார்பின என்பது தெளிவாகறது. 
ஹான்‌ பேனக்‌ தேற்றத்தின்படி சார்பு £- ஐ £, என்ற சார்பினமாக N*- ன்‌ மீது 


கொடுக்கப்பட்ட கன்மைகளையுடைய சார்பாக நீட்டிக்கலாம்‌. 


இந்தத்‌ தேற்றத்தின்படி -ல்‌ உள்ள தீசையன்களை 11* பிரிக்கின்றது. அதாவது 
-, என்பன இரண்டு வெவ்வேறு திசையன்கள்‌ எனில்‌, % - y 4 0. எனவே தேற்றத்தின்படி 
11*-ல்‌ 1 என்ற சார்பு £ (% - ர) *0 என இருக்கும்‌. அதாவது 1 (32) ீ f(y) 


தேற்றம்‌ 10.4 
M என்பது N என்ற அலகை நேரியல்‌ வெளியின்‌ மூடிய உள்வெளி மற்றும்‌ 3, 


என்பது M-ல்‌ இல்லாத ஒரு திசையன்‌ எனில்‌, அதற்குத தகுந்தாற்‌ போல்‌ N*-ல ! என்ற 
உறுப்பு £,(M) = 0 மற்றும்‌ [, (%,) * 0 என இருக்கும்‌. 


30 சார்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 


நீறுவல்‌: 1 (11) = 0 மற்றும்‌ 7 0) -%, 14 0 என்றவாறு உள்ள இயல்‌ உருமாற்றம்‌ 
N- லிருந்து 11/11 க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ சார்பு 1' ஒரு தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ 
உருமாற்றமாகும்‌. எனவே தேற்றம்‌ 10.3-ன்‌ படி அதற்குத்‌ தகுந்தாற்‌ போல்‌ (14/14)*-ல்‌ 
1 என்ற சார்பு 1 (26, + 14) -0 என இருக்கும்‌. நாம்‌ இப்போது 1, (6) - 1 (1(%)) என 1-6 
வரையறை செய்வோமானால்‌ அது தேவையானத்‌ தன்மைகளைக்‌ கொண்டிருக்கும்‌ 


என்பதை எளிதில்‌ காண முடிகிறது. 
பய்ற்ச்க்‌ கணக்குகள்‌ 
|. 1 என்பது N-என்ற அலகை நேரியல்‌ வெளியின்‌ உள்வெளி மற்றும்‌ 1 என்பது 14 


லிருந்து 31/1 க்கு 100) - % 4 )M என்றவாறு வரையறை செய்யப்படும்‌ இயல்‌ சார்பு 
எனில்‌, || 7 || - 1 என்றவாறு உள்ள தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ 1 ஆகும்‌. 


(ம 


. 1 என்பது N- என்ற அலகை நேரியல்‌ வெளியிலிருந்து N' என்ற அலகை நேரியல்‌ 
வெளிக்கு வரையப்படும்‌ தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ மற்றும்‌ 4 என்பது 
இதன்‌ வெற்று வெளி (1111 50௨06)எனில்‌, 1-னால்‌ தூண்டப்பட்ட 1"! என்ற இயல்பு 
நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ N/M லிருந்து '-க்கு | 1 | = | 1! | என்றவாறு இருக்கும்‌ என 
நீறுவுக. 


ப 


. M என்பது?! என்ற அலகை நேரியல்‌ வெளியின்‌ உள்வெளி மற்றும்‌ 3, என்பது 1-ல்‌ 
இல்லாத ஒரு திசையன்‌ என்க. 0 என்பது %,-லிருந்து -க்கு இடையே உள்ள 
தொலைவு எனில்‌ அதற்கு தகுந்தாற்‌ போல்‌ N*-.ல்‌ £ என்ற சார்பு, 1, (14) - 0. 1, (%,) - 


| மற்றும்‌ || £, || £ 1/4 என்றவாறு, இருக்கும்‌ என நீறுவுக. 
N** - ல்‌  -ன்‌ இயல்பான பதித்தல்‌ (Natural Imbedding of N in N**) 


11 என்ற அலகை நேரியல்‌ வெளியின்‌ இணையிய வெளர்‌ (Conjugate space) N* 
என்பதும்‌ ஒரு அலகை நேரியல்‌ வெளி. எனவே N* -க்கும்‌ இணையிய வெளி (N*)* 
-காண இயலும்‌. இதனை இரண்டாம்‌ இணையிய வெளி N** எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. 
இந்தப்‌ பகுதியின்‌ முக்கிய நோக்கம்‌ N-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு க்கும்‌ * *-ல்‌ ஒரு 1: -ஐ 
உருவாக்குவதேயாகும்‌. N*-ல்‌ உள்ள உறுப்பினை 1 எனக்‌ கொள்வோமானால்‌ |”. 
என்ற சார்பை. 

(1) (Xx) = (14) 
என வரையறை செய்யலாம்‌. N** என்பது, *-ஐப்‌ போலவே ஓர்‌ அலகை நேரியல்‌ 
வெளி ஆகும்‌. N*-லிருந்து **க்கு உள்ள சமயாப்புள்ள சம ஒப்புமை (180081011௦ 


150௦711115) சார்பை N**-ல்‌ 11-ன்‌ இயல்‌ பதித்தல்‌ என்றழைக்கலாம்‌. 


ஹான்‌ பானக்‌ தேற்றம்‌ 31 


தேற்றம்‌ 10.5 

N என்பது ஒரு அலகை நேரியல்‌ வெளி. 11-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 3ம்‌ ஒரு 1: - ஐ 
1 (0) - 12) என்றவாறு வரையறை செய்யப்படும்‌ சார்பாகத்‌ தூண்டூகீறது. இது 
| F. || ௪ | * || என்ற தன்மையுடையது எனில்‌ 1' ஒரு தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ 
உருமாற்றமாகும்‌. மேலும்‌ ](%) ௪ 1. என்றவாறு வரையறை செய்யப்படும்‌ ] : N - N** 
என்ற சார்பு ஒரு சமயாப்புள்ள சம ஒப்புமைச்‌ சார்பு ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌ 

முதலில்‌, 1: ஒரு நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ என ண்‌ வேண்டும்‌. 1; த ௨ N* மற்றும்‌ 
0, $ அளவன்கள்‌ எனில்‌, 
(வர ஐ. = ள்ல 
a f(x) +B g(x) 
1 0-1 (இ 
எனவே 1” ஒரு நேரியல்‌ உருமாற்றமாகும்‌. 


இரண்டாவதாக, ॥ 1”. || “|| || என நீறுவவேண்டும்‌. இதற்காக 
IF | =supiilF. 01:11/51) 


~sup{lf(|:IIfI<1; 
“ற (॥111%1:1/1151) 


5 || 3 | 
எனவே ॥1: 1௬ | 


மேலும்‌ XN எனில்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்‌ போல்‌ 1 € 11* என்ற சார்பு ! ன ள்‌ | x= 1 
என இருக்கும்‌. 


எனவே 14]. நீ. 
<|f(x)| 
[க (0) 
<sup (1, (91: 182]21) 
ன | 
அதாவது %॥517 ॥ 


இவற்றிலிருந்து | 1”. | |] xEN i க்கக்‌ சார்பு .] ஒரு நேரியல்‌ 
உருமாற்றம்‌ என நிறுவ வேண்டும்‌. இதற்கு முன்னதாக, 
FO =f(x+y) 
10103) 
ம்‌ (ம: (0 
00 
அதாவது!” “1 1 


இதேபோல 1: (() £(0%) 
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= a f(x) 
001: (1) 


அதாவது *, ௪ வ, ஆகும்‌. இவற்றிலிருந்து 


ஞு ன்ப 
= பிவி; 


=a l(x)+BJ(y) 
எனவே . என்பது நேரியல்‌ உருமாற்றமாகும்‌. 


மேலும்‌ ௩, ௪ N எனில்‌, | 60 - 30) | = | F, - F.I= IF. ॥ ரஷ. 
இவற்றிலிருந்து . என்பது சமயாப்புள்ளது என்பது தெளிவாகீறது. எனவே 4 என்ற 
நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ N**-ல்‌ N-ன்‌ பதித்தல்‌ ஆகும்‌. 


மேலே உள்ள தேற்றத்தின்படி NCN**. சில வெளிகளுக்கு 14 - N** என 
இருக்கும்‌. இவற்றிலிருந்து ௬ என்ற நேரியல்‌ வெளி N - N** என்ற கட்டுப்பாட்டை 
நிறைவு செய்யுமானால்‌ அந்த வெளி தற்‌௬ட்டு வள்‌ (Reflexive Space) எனப்படும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு:1 
[, என்பது தற்சுட்டு வெளி. ஏனெனில்‌ வ ச மடு அர்த்‌ அறத வகு 


77 


எடுத்துக்க௱ட்டு:2 
[,", 15 <௦ என்ற வெளிகள்‌ தற்சுட்டூ வெளிகள்‌ ஆகும்‌. ஏனெனில்‌, (4, )*- 
| 


] 
தண தடக்‌ கத = /,," எனவே இங்கு a 


11. தீறுந்கு சாாப்டல்‌ தேற்றம்‌ | 
இந்தப்‌ பகுதியில்‌ திறந்த சார்பிடல்‌ தேற்றம்‌ அன்னன்‌ த்த 
தேவையான துணைத்‌ தேற்றம்‌ முதலில்‌ நிறுவப்படுகிறது. ' ப ப 


தூணைத்‌ தேற்றம்‌ 11.1 

B மற்றும்‌ 3! என்பன பானக்‌ வெளிகள்‌, 1' என்பது B-லிருந்து B'-க்கு 
வரையப்படும்‌ மேல்‌ கோர்த்தல்‌, தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ எனில்‌, B-ல்‌ 
உள்ள ஆதிப்புள்ளியை மையமாகக்‌ கொண்ட தீறந்த கோளத்தின்‌ நீழல்‌, B'-ல்‌ உள்ள 
ஆதீப்புள்ளியை மையமாகக்‌ கொண்ட தீறந்த கோளத்தினை உள்ளடக்கியிருக்கும்‌. 


திறந்த சார்பிடல்‌ தேற்றம்‌ ' 33 


நீறுவல்‌: 5, 5' என்பன முறையே 1, B' உள்ள ஆதிப்புள்ளியை மையமாகவும்‌, £ 
ஆரமாகவுமுடைய திறந்த கோளங்கள்‌ என்க. மேலும்‌ (5 ) = T(rS,) = rT(S,) என 
எளிதில்‌ நிறுவலாம்‌. எனவே 17(S,) என்ற கணம்‌ 5' என்ற தீறந்த கணத்தை 
உள்ளடக்கியிருக்கிறது என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. 





இதற்காக, 1($,) என்ற கணம்‌ 5' -ஐ உள்ளடக்கியிருக்கிறது என நிறுவத்‌ 
தொடங்குவோம்‌. 7 -மேல்‌ கோர்த்தல்‌ என்பதால்‌ = பா) என 
எடுத்துக்கொள்ளலாம்‌. ட முழு வெளியாதலால்‌, பேயர்‌ தேற்றத்தின்படி அன ஒரு 
கணம்‌ TIS, ) y, என்ற அகப்புள்ளி (1ா£ஒரர௦ா poi!) யைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. மேனும்‌ 
இப்புள்ளி 16... )-ல்‌ இருக்கும்‌ எனவும்‌ எடுத்துக்கொள்வோம்‌. y 3 - , என்ற சார்பு 
B-லிருந்து 13!-க்கு ஓர்‌ டாப்பு த சார்பு, எனவே 16.) - ர, என்ற கணம்‌ 
ஆதிப்புள்ளியை அகப்புள்ளியாகப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. ர, என்பது 1 6... )- ல்‌ உள்ளதால்‌ 
TS, y= 16.) ஆகும்‌. 


இவற்றிலிருந்து 16, ) -,-71[8,,)- 34 ௨ 16), என நாம்‌ வறலாம்‌. இது, 
16. ) என்ற கணம்‌ ஆதீப்புள்ளியை அகப்புள்ளியாகப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ எ்ன்ப்தைக 
காட்டுகிறது. ஏதாவது ஒரு ல்லி -அளவனால்‌ ப்ருகு B'- லிருந்து 
B'-க்கு வடிவொப்புமைச்‌ சார்பு எனில்‌, FS 2n, T(S, ) ஆகும்‌. இவற்றிலிருந்து 
ஆதப்புள்ளியும்‌ 1105.) )-ன்‌ அகப்புள்ளி ஆகும்‌. எனவே, ஒதாவது ஒரு நேரம எண 


௪-க்கு 5! ௫ T(5,) ஆகும்‌. : 


மேலும்‌, 8: ௨ (,) என நிறுவினால்‌, இந்தத்‌ சே: “ற்‌ முடிவுக்கு வரும்‌. இது 


ன டாட த சமமானதாகும்‌. || 5: || - ௨. என்றவாறு உள்ள y என்ற திசையனை 


' - ல்‌ எடூத்துக்கொள்வோம்‌. ஏ என்பது 7($,)-ல்‌ உள்ளதால்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தவாறு 
॥ ௬, | ௬ மற்றும்‌ || 3-5. | - 6/2 என்ற திசையனை 13-ல்‌ எடுத்துக்கொள்வோம்‌.. இங்கு 


2 


1 7 0). அடுத்ததாக, 5: ௨ 15 | என்பதை உணர்கிறோம்‌. எனவே அதற்குத்‌ 


தகுந்தவாறு | x. [| < > மற்றும்‌ || (3-3) - ), |! - €/4 என்றவாறு உள்ள ௨, என்ற திசையன்‌ 


B-ல்‌ இருக்கும்‌. இங்கு ஏ, -10:.). இதே வழியைத்‌ தொடருவோமானால்‌. 
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| | 1/2”! மற்றும்‌ || y. - ன மிள்‌ 5) 14 €/2" என்றவாறு உள்ள 13) என்ற 
தொடர்‌ வரிசை 13-லிருந்து பெறலாம்‌. இங்கு3 - 1 (%,) 


5-3 30 *.. .*3 என எடுத்துக்கொள்வோமானால்‌ |%, | - 1/2”! என்ற 
முடிவிலிருந்து { ) என்பது ஒரு காசியின்‌ தொடர்‌ வரிசை எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 
மேலும்‌... |5,|5]30 43) 1-..... || 
ட ந்தன ட ல இந்தத்‌! 
<2 
B ஒரு முழுவெளி, எனவே 5 -- % என்றவாறு உள்ள % என்ற தீசையன்‌ 8-ல்‌ இருக்கும்‌ 
மேலும்‌ || ௬ || ௪ || 1 S. || = lim |S, |< 2 < 3 என்ற முடிவிலிருந்து % என்பது 5.- ல்‌ 
இருக்கும்‌ எனக்‌ காண முடிகிறது. 
ட T(VT (ims )=IlmT(S,) 
=lim(y,+y,+...+y,) 
தல 
இவற்றிலிருந்து 1 (5.) - ல்‌ ர இருக்கும்‌ என்பது தெளிவாகிறது. எனவே 5! ௨ 115) . 


தேற்றம்‌ (கீறந்த சாப்பல்‌ தேற்றம்‌) 11.2 
B, B' என்பன பானக்‌ வெளிகள்‌ மற்றும்‌ 1 என்ற மேல்சார்பு 13-லிருந்து B'-க்கு 
மேல்‌ தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ எனில்‌, 7 என்பது திறந்த சார்பிடல்‌ ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: 1 திறந்த சார்பிடல்‌ என நிறுவுவதற்குப்‌ பதிலாக, 6 என்பது 13-ல்‌ திறந்த கணம்‌ 
எனில்‌ 7 (6) என்பது B'-ல்‌ திறந்த கணம்‌ என நீறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. இதற்றாக 
1 ()- ல்‌, என்பது ஓர்‌ புள்ளி எனில்‌, ர-ஐ மையமாகக்‌ கொண்ட தீறந்த கணம்‌ 
1(G)-னுள்‌ அடங்கியிருக்கும்‌ என நீறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. % என்பது 0-ல்‌ ஒரு 
புள்ளி 1 (0) - ர என்றவாறு இருக்கும்‌. இங்கு 6 என்பது ஒரு தீறந்த கணம்‌, எனவே 
(- ஐ மையமாகவும்‌, £ ஆரமாகவும்‌ உடைய % *5 என்ற தீறந்த கணம்‌ 0-ல்‌ உள்ளடங்கி 
இருக்கும்‌. நமது துணைத தேற்றத்தீன்படி 


S<T(S)>y+8’e y+T(S)=T(M+T(8) 
va SC 1X5) Ee 1(G) 
> VFS EG) 

இத்துடன்‌ நீறுவல்‌ முடிவுறுகிறது. 


திறந்த சார்பிடல்‌ தேற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்தி கீழே கொடுக்கப்பட்டூள்ள 
தேற்றததை மிக எளிதீல்‌ நீறுவலாம்‌. 
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தேற்றம்‌ 11.3 | 
ஒரு பானக்‌ வெளியிலிருந்து மற்றொரு பானக்‌ வெளிக்கு வரையப்படும்‌ 
ஒன்றுக்‌ கொன்று தொடர்புடைய தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ ஒரு 
வடிவொப்புமைச்‌ (Homeomorphism) சார்பு ஆகும்‌. 


இந்தத்‌ தேற்றத்தின்‌ முதல்‌ பயன்பாடு, பானக்‌ வெளியின்‌ மீது வரையறை 
செய்யப்படும்‌ வீழல்‌ (Pro௦jectio௦n)-இன்‌ தன்மைகளைக்‌ காண்பதேயாகும்‌. 1. என்ற 
நேரியல்‌ வெளியில்‌ வரையறை செயயப்படுூம்‌ ௧ என்ற நேரியல்‌ சார்பு 1:“- 13 எனும்‌ 
போது வீழல்‌ எனப்படும்‌. 1. ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ வீழல்‌ 13- ஐ கீழ்க்கண்டவாறு 
வடிவயியல்‌ வாயிலாக விவரிக்கலாம்‌. 


|. வீழல்‌ [ என்பது 1, - [611 என்றவாறு உள்ள MH, N என்று இரண்டு 1.-ன்‌ 
உள்வெளிகளைக்‌ காண்பதேயாகும்‌. இங்கு M={ E(X):x € L} மற்றும்‌ N={xe 1: 
E (X) “ 0} முறையே, !:-ன்‌ வீச்சு மற்றும்‌ வெற்றிட வெளி ஆகும்‌. 


2. 1. ஈ* MN என்றவாறு உள்ள MK, என்ற இரண்டு உள்வெளிகளைப்‌ பயன்படுத்தி ௧ 
என்ற வீழலை கண்டறிவதேயாகும்‌. இங்கு 2 - %4 என்றவாறு [1-ல்‌ உள்ள 
ஒவ்வொரு திசையினையும்‌ ஒரே வழியில்‌ எழுதமுடியுமெனில்‌ £(z) - % என்றவாறு 
உள்ள வீழல்‌ 1:-ஐ.வரையறை செய்யலாம்‌.) 


இந்த உண்மைகள்‌, 1.-ன்‌ மீது வீழல்களைப்‌ பற்றிப்‌ படிப்பதும்‌ ஒன்றுக்கொன்று 
தொடர்பில்லாத, 1.-ஐ உருவாக்கக்‌ கூடிய இரண்டு உள்வெளிகளைப்‌ பற்றிப்‌ படிப்பதும்‌ 
ஒன்றே என்பதை உணர்த்துகின்றன. மேலும்‌ பானக வெளிக்‌ கோட்பாடூகளில்‌ நேரியல்‌ 
மற்றும்‌ தன்னடுக்கு (106110௦111) ஆதியவற்றைவிட வீழல்‌ அதிகமாக பயன்படுகிறது. 


கேற்றம்‌: 11.4 

P என்பது 13 என்ற பானக்‌ வெளி மீது வீழல்‌ மற்றும்‌ 14, என்பன முறையே 
அதன்‌ வீச்சு மற்றும்‌ வெற்று வெளிகள்‌ எனில்‌ 1/4, 11 என்பன  - [671 என்றவாறு 
உள்ள 13-ன்‌ மூடிய உள்வெளிகள்‌. 


நீறுவல்‌: இங்கு 1 என்பது 1:- ன்‌ மீது வீழல்‌, எனவே (1)- ன்‌ படி 14, 11 என்பன மூடிய 
உள்வெளிகள்‌ என நீறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. ஏதாவது ஒரு தொடர்ச்சியான 
நேரியல்‌ உருமாற்றத்தின்‌ வெற்றிட வெளி மூடிய உள்வெளி. எனவே 14 என்பது மூடிய 
உள்வவளி. M= {P(x) :xEB; = {x : P(x) =x} = 11-20) இவற்றிலிருந்து ச] என்பது 
1-1 யின்‌ வெற்றிட வெளி என்பது தெளிவாகிறது. எனவே ) ஒரு மூடிய உள்ளி 


ஆகும்‌. 
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தேற்றம்‌ 11.5 ம்‌ 
B என்பது பானக்‌ வெளி என்க. 14, 1 என்பன 8 - ௩46711 என்றவாறு உள்ள 


தன்‌ மூடிய உள்வெளிகள்‌ என்க. 2--3*3,% 618, y ௪ N, என 8- ல்‌ உள்ள ஒவ்வாரு. 
2-ஐயும்‌ ஒரே வழியில்‌ எழுதமுடியுமெனில்‌, B-ன்‌ மீது P (2) -% என்றவாறு வரையறை 
செய்யப்படும்‌ சார்பு ஒரு வீழலாகும்‌, இதன்‌ வீச்சு மற்றும்‌ வெற்றிட வெளிகள்‌ முறையே 
M, N ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: 1? தொடர்ச்சியானது என்பதைத்‌ தவிர, (2) லிருந்து தேற்றத்தில்‌ கூறியது 
அனைத்தும்‌ தெளிவாகிறது. என்ற நேரியல்‌ வெளியில்‌ || 2 |' ௪ || ௬ || | y || என்ற 
வேறொரு அலகை வரையறை செய்யும்போது B' என்ற பேனக வெளி கிடைக்கின்றது... 
மேலும்‌ 


121-122 ॥1* 91-12! இவற்றிலிருந்து ௪ என்பது 8'லிருந்து B-க்கு 
தொடர்ச்சியானது, எனவே 8, 8' என்பன ஒரே திணையியலைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ என 
நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. 1 என்பது 83 லிருந்து B-க்கு முற்றாருமை (102/0) 
சார்பு எனில்‌, || ! (||| | = || + y || <1|x 1+ || y || = || z | ஆகும்‌. இவற்றிலிருந்து | 
என்பது தொடர்ச்சியான ஒன்றுக்‌ கொன்று தொடர்புடைய நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ 
என்பதை உணரமுடிகிறது. 


எனவே தேற்றம்‌ 11.3-ன்‌ படி 1 - என்பது வடிவாப்புமைச்‌ சார்பு ஆகும்‌. 
ஆதலால்‌ 1 மற்றும்‌ B' ஒரே தீணையியல்‌ வெளி ஆகும்‌. 


7 என்பது B- லிருந்து 8'-க்கு நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌. 1-ன்‌ வரைபு (ரஹ) 
என்பது 13 ௬ 13'- ன்‌ உள்வெளி ஆகும்‌. இதன்‌ உறுப்புகள்‌ அனைத்தும்‌ (௩, 1(%)) என்ற 
அமைப்பில்‌ இருக்கும்‌. 


தேற்றம்‌ 11.6 மூழய வரைபுத தேற்றம்‌ 

மற்றும்‌ 13' என்பன பேனக்‌ வெளிகள்‌, மற்றும்‌ 1 என்பது 13 லிருந்து 8'க்கு 
நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ எனில்‌, 1 தொடர்ச்சியானதாக அமைய தேவையான போதுமான 
கட்டுப்பாடு இதன்‌ வரைபு மூடியதாகும்‌. 


நீறுவல்‌: 1 தொடர்ச்சியானது என எடுத்துக்கொள்வோம்‌. இதன்‌ வரைபு 0 ௪ 4 (%, 1(%)): 
௬ 6 B} மூடியது என நிறுவ வேண்டும்‌. (% ,1(%.)) என்ற தொடர்‌ வரிசை (%,3)-ல்‌ குவிகிறது 
என்க. இங்கு 1' தொடர்ச்சியானது. எனவே ௩ ௯ எனும்‌ போது 17 (%,)- 1 (%) ஆகும்‌. 
இவற்றிலிருந்து 1-5௯ எனும்‌ போது (,,71(% )) (%,1(%)). எனவே y - (%). இதன்‌ படி 
(x, 1 ()) € 6 ஆதலால்‌ 6 மூடிய கணம்‌ ஆகும்‌. 
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மறுதலையாக, 0- என்பது 13 ஃ B'- ல்‌ மூடிய கணம்‌ என்க. 1- தொடர்ச்சியானது 
என நிறுவ வேண்டும்‌. நேரியல்‌ வெளி 13-ன்‌. மீது || % ||, - | ௬ 1+. (29) ||. என்ற புதிய 
அலகை வரையறை செய்வோம்‌. இந்த அலகையின்படி 13, என்பது புதிய அலகை 
நேரியல்‌ வெளி ஆகும்‌. 


இங்கு | 1: 60௨௯1 +॥ 169 =॥ |, இவற்றிலிருந்து 7 என்ற சார்பு , 
லிருந்து 8'- க்கு தொடர்ச்சியானதாகும்‌. எனவே 8 மற்றும்‌ 3, ஒரே திணையியல்‌ 
உடையது என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. 8,-. லிருந்து 8- க்கு வரையறை 
செய்யப்படும்‌ முற்றாருமை சார்பு 1- ஆனது 

| = Ix xT (0) I = Il x Il 
என்பதால்‌ 1- தொடர்ச்சியானதாகும்‌. எனவே 8, வெளி, முழுவெளி என நீறுவினால்‌ 
தேற்றம்‌ 11.3-ன்‌ படி | -ஒரு வடிவொப்புமைச்‌ சார்பாகும்‌ . ஆகவே B,, 3 ஒரே 
திணையியல்‌ உடையவையாகும்‌. {%, ) என்பது 13 -ல்‌ காசி வரிசைத்தொடர்‌ என்க என்வே 
௨) மற்றும்‌ (1(2,)) என்பன முறையே ந, B'- ல்‌ காசி வரிசைத்தொடர்கள்‌ ஆகும்‌. 
இங்கு 1, B'முழு வெளிகள்‌, ஆதலால்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ |% - ௬ || ௯ 0, 
|  (X,) - y | அ 0 என்றவாறு X 61, ye B- இருக்கும்‌. வரைபு 1 என்பது 8 % B'- 
மூடியது என்ற நமது கருதுகோளின்படி (;,y) என்பது வரைபு 6- ல்‌ இருக்கும்‌. அதாவது 
1100-9. இப்போது |, -% |, 1%, -௩ +I T 6) -T I =I, x +NT 06-11 0. 
எனவே |: - ||, 0 ஆதலால்‌ 12 ) என்ற காசி வரிசைத்தொடர்‌ 3 -ல்‌ என்ற புள்ளியில்‌ 
குவிகிறது. இவற்றிலிருந்து 13, ஒரு முழு வெளி ஆகும்‌. 


12. எசுயலியின்‌ இணைச்‌ யல்‌ (Conjugate of an operator) | 

இந்தப்‌ பகுதியில்‌, ௬ என்ற அலகை நேரியல்‌ வெளியின்‌ மீது வரையறை 
செய்யப்படும்‌ ஒவ்வவாரு 7 என்ற செயலியும்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்‌ போல்‌ இணை வெளி 
N* மீது 1* என்ற நேரியல்‌ உருமாற்றத்தை உருவாக்குகிறது என்பதைப்‌ பற்றிக்‌ 
காணலாம்‌. இங்கு 1* என்பது 1-ன்‌ ஆணைசசயல்‌ எனப்படும்‌. 


தேற்றம்‌ 12.1 (சீரான வரம்புறு தேற்றம்‌) 

B என்பது பானக்‌ வெளி, 14 என்பது அலகை நேரியல்‌ வெளி என்க. {1;; என்பது 
B- லிருந்து N-க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ அனைத்து நேரியல்‌ உருமாற்றங்களின்‌ 
வெற்றற்ற கணம்‌ என்க. இது 3-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு க்கும்‌ (1(20)) என்ற கணம்‌ -ல்‌ 
எல்லைக்குட்பட்டது என்ற தன்மையுடையூதெனில்‌ 4|1'|) என்பது எல்லலக்குட்பட்ட 
எண்களின்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. அதாவது {1.] என்பது 28(8,N)-ல்‌ எல்லைக்குட்பட்டதாகும்‌. 


நீறுவல்‌: ஒவ்வவாரு நேர்ம முழு எண்‌ ௱-க்கு 1? = {xX:X க Band||T;(x)|<n,i-ன்‌ 
அனைத்து மதீப்புகளுக்கும்‌ என்ற கணம்‌ B-ன்‌ மூடிய உட்கணம்‌ என்பது 
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தெளிவாகிறது. மேலும்‌ நமது ஊகத்தின்‌ படி B= Ur, . இங்கு B முழு வெளி, எனவே 
பேயர்‌ (Baire’s) தேற்றத்தின்‌ படி ஏதாவது ஒரு F, வெற்றற்ற அகப்புள்ளியுடையதாக 
இருக்கும்‌. இதனை 1), என எடூத்துக்கொள்வோம்‌. எனவே 1”, -ல்‌ உள்ள அகப்புள்ளி 
X,- ஐ மையமாகவும்‌, 1, * 0 ஆரமாகவுமுடைய 5, என்ற மூடிய கோளம்‌ 1, -ல்‌ 
உள்ளடங்கியிருக்கும்‌. இதன்படி ஒவ்வாரு கணம்‌ T.(5,)-ல்‌ உள்ள ஒவ்வவாரு 
திசையின்‌ அலகை, ॥, விட குறைவாக அல்லது சமமாக இருக்கும்‌. அதாவது 
॥1(521 ௩, மேனும்‌ 5,-%, என்பது 1, ஆரமாகவும்‌ ஆதீப்புள்ளியை மையமாகவுடைய 


Se Xo 





மூடிய கோளம்‌. எனவே என்பது ஆதீப்புள்ளியை மையமாகவும்‌, ஒரு அலகு 


ஆரமாகவும்‌ உடைய கோளம்‌. இங்கு %, என்பது 5-ல்‌ உள்ளது. எனவே 


| ்‌ அடி - ன்‌ ப ததத 
|1 (5-1 5 2௫. இவற்றிலிருந்து | 1(5) || ர்‌ . ஆதலால்‌ ஒவ்வொரு !-க்கும்‌ 
2 
(இலை 3 எனவே 11.) எல்லைக்குட்பட்ட கணம்‌ ஆகும. 
0 


மேலே கொடுக்கப்பட்டூள்ள தேற்றத்தை பானக்‌-ஸ்டெயின்‌ ஹாஸ்‌ தேற்றம்‌ 
(Branch-Steinhaus Theorem) எனவும்‌ அழைக்கலாம்‌. ப 


கேற்றம்‌ 12.2 

N- என்ற அலகை நேரியல்‌ வளியின்‌ வெற்றற்ற உட்கணம்‌ % வரம்புடையதாக 
அமைய தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டுப்பாடு 11*-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு !-க்கும்‌ 
(26) என்பது வரம்புடைய எண்களின்‌ கணமாகும்‌. 


நீறுவல்‌: % = (5) என்பது N-ன்‌ உட்கணம்‌ என எடூத்துக்கொள்வோம்‌ எனில்‌, 1 1, ; 
என்பது N**-ல்‌ X-ன்‌ இயல்‌ பதித்தல்‌ ஆகும்‌. இங்கு £(%) என்பது எல்லைக்குட்பட்டது, 
எனவே [ர(.)}-ம்‌ எல்லைக்குட்பட்டதாகும்‌. ஆனால்‌ {1(%,);*| £,, (1); எனவே ஒவ்வொரு 
[க்கும்‌ ( 5, ) எல்லைக்குட்பட்டதாகும்‌. இங்கு * ஒரு முழு வெளி, எனவே தேற்றம்‌ 
12.1-ன்‌ படி (1, ) என்பது 11**-ல்‌ எல்லைக்குட்பட்டதாகும்‌. இவற்றிலிருந்து & என்பது 
11-ல்‌ எல்லைக்குட்பட்டது என்பது நீறுவப்படூகீறது. 


மறுதலையாக | £ (%) | | £|| |% |. இவற்றிலிருந்து % எல்லைக்குட்பட்டது எனும்‌ 
போது ஒவ்வொரு £- க்கும்‌ 7 (%)-ம்‌ எல்லைக்குட்பட்டதாகும்‌. 
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7 என்பது 11- என்ற அலகை நேரியல்‌ வெளியின்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ 
செயலி எனில்‌ N*-ன்‌ மீது 1* என்ற செயலி [1*(1)] (2) - 1 (1(%)) என வரையறை 
செய்யலாம்‌. 


தேற்றம்‌: 12.3 ப 

14 என்ற அலகை நேரியல்‌ வெளியின்‌ மீது 1 என்பது செயலி எனில்‌ 14* மீது 
வரையறை செய்யப்படும்‌ [1'* (8)](%) ௪ £((%)) என்ற சார்பு 1* ஒரு செயலி ஆகும்‌. மேலும்‌ ' 
15 T* என்ற சார்பு சமயாப்புள்ள சம ஒப்புமைச்‌ சார்பு ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: முதலில்‌ 7* என்பது நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ என நீறுவவேண்டும்‌. ௨, 8 என்பது 
அளவன்‌, 1, ௨ ௪ * எனில்‌ [1* (௨14+ ஐ]0)-(௨7-4ஐ)] (109) 

= (af) T(x) + 6ஐ1100) 

=o[f(T(x)]+pleT ()] 

= a [T* (01) + p[T* (g)] () 

- [வ +BT* (g)] (x) 

அதாவது 1* (௨ *8ஜ) ௨ 1*(1) * நT* (ஐ) எனவே T* என்பது ஒரு நேரியல்‌ 

உருமாற்றமாகும்‌ 


மேலும்‌ || 1* || ௪ Sup { II T* (DI: fII< 1; 
= Sup {|| [T* (01 (x) Il: II FI 1, IIx I< 1} 
= Sup (॥1(100))॥:111/5 1, llxII<13 
< Sup{ II fIIT IIx: IES 1, Ix 1; 
< (ITI 


அதாவது |! 1* || || 7 || எனவே 1* என்பது எல்லைக்குட்பட்டதாகும்‌. இவற்றிலிருந்து 1* 
என்பது N* மீது ஒரு செயலி ஆகும்‌. 


மேலும்‌, தேற்றம்‌ !0.3-ன்‌ படி, 14-ல்‌ உள்ள பூசசியமல்லாத உறுப்பு க்கும்‌ 


அதற்கு தகுந்தாற்போல்‌ || 1 || -- 1, £ (1(%)) -॥ 1 (%) || என்றவாறு £ என்ற செயலி 11*-ல்‌ 
இருக்கும்‌. எனவே 


ITI = Sup ர ப | 


= Sup (A x #0, = | 


| 
ரஃப 


ட்‌ *(100)] 
= Sup 
< Sup (II T* IIE: EI 1; 











— பக அவிழ 
|x| 
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அதாவது | 7 || - | 1* |. இவற்றிலிருந்து || 1 | - | 1* | எனப்பறலாம்‌ 


இறுதியாக 7 -, 1* என்று வரையறை செய்யப்படும்‌ ட : 8 (14)? 3 (N*) என்ற சார்பு 
சமயாப்புள்ள சம ஒப்புமைச்‌ சார்பு என நீறுவ வேண்டும்‌. 


இங்கும்‌ (1) = T* 14 (DI NT* FIT I 
அதாவது | 4 (1) - | | 


அடுத்ததாக ம (௨ 1, ௩871) ஈ ௨௦ (1) *+ 8 ட (1,) என நிறுவ வேண்டும்‌. அதற்காக 
முதலில்‌ (௨1, +8 ,)* = ௨ ₹,* * £ 1,* என நிறுவ வேண்டும்‌. 


(aT 8 TET = Eller tC 
=f(aT, x) +1f(BT,X) 
- af TCO BALE GO 
= [aT * (+B T,* (D] &) 
அதாவது (௨1 +B நகர்‌ (a 1. டட னி ப கலு 1000 


அதாவது (a ய்‌ +B T,)* 4 0 +B 3 


எனவே (eT தா) eT PB 
=a ல AL B T+ 


-௨ட (1) 8ம்‌ (1) 
இவற்றிலிருந்து ம்‌ என்பது சமயாப்புள்ள சமஒப்புமைச்‌ சார்பு என்பது தெளிவாகிறது. 
கேற்றம்‌ 12.4 
1.1 இ எனில்‌, (1, 1)*- 1 *7 * ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: வரையறைப்படி |[(1, 1)*(0100-1(1, T,) x] 
=I, ENA 
= T,* (0 (7. 00] 
EE CEES) 
எனவே, (1, 1)*(0=(T*T*)f 
அதாவது. 12: 42. 
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பய்ற்ச்க்‌ கணக்குகள்‌ | 


1. B என்பது பானக்‌ வெளி, N என்பது அலகை நேரியல்‌ வெளி என்க. B-ல்‌ உள்ள 
ஒவ்வொரு க்கும்‌ [1 1, (%) ௪ 10) என்றவாறு (7: ) என்ற தொடர்வரிசை 3 (B.N)- 
ல்‌ உள்ளது எனில்‌, 1 என்பது தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ ஆகும்‌. 


2. 13-என்பது பானக்‌ வெளி எனில்‌, 13 தற்சுட்டூ ௮13* தற்சுட்டு என நிறுவுக. 


3. N, N! என்பன அலகை நேரியல்‌ வெளிகள்‌. 1 : 14 ௯ 341! என்பது மூடிய நேரியல்‌ 
உருமாற்றம்‌ 7-! - N! - என்ற சார்பு இருக்குமாயின்‌, அது மூடிய நேரியல்‌ 
உருமாற்றம்‌ என நீறுவுக. | 


OF BDC BD (22 DOSED 


ஹில்பா்ட்‌ வவளிகள்‌ 
(Hilbert Spaces) 


இந்தப்‌ பகுதியில்‌ ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ அடிப்படைத்‌ தன்மைகளைப்‌ பற்றிக 
காணலாம்‌. அடுத்துவரும்‌ பிரிவுகளில்‌ ஹில்பர்ட்‌ வெளி என்பது பானக வெளியின்‌ 
ஒரு பிரத்தியேக வகை என்பதையும்‌ இரண்டு தீசையன்கள்‌ எப்போது 


செங்குத்தானவையாக இருக்கும்‌ என்பது பற்றியும்‌ விவரிக்கப்பட்டூள்ளது. 


13. வரையறை மற்றும்‌ சீல தன்மைகள்‌ 

முந்தைய பகுதியில்‌, பானக்‌ வெளியைப்‌ பற்றிப்‌ படித்தோம்‌. அதில்‌ நேரியல்‌ 
வெளியை விட சற்றுக்‌ கூடுதலாகத்‌ திசையனில்‌ நீளமாகிய அலகையையும்‌ சேர்த்துப்‌ 
படித்தோம்‌. முக்கியமாக, இரண்டு திசையன்களுக்கு இடையே உள்ள கோணங்களைப்‌ 
பற்றி ஏதும்‌ சொல்லப்படவில்லை எனினும்‌, இரண்டு செங்குத்துத்‌ திசையன்கள்‌ பற்றி 
ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ சொல்லப்படுகிறது. இந்தக்‌ கோட்பாடுகளை, முப்பரிமாண 
யூக்ளிடு வெளிலிருந்து தொடங்குவோம்‌. % - (%,;,,%;) 5 R' என்ற திசையனின்‌ 


அலகையை (௨ lal? அவ என வரையறை செய்யலாம்‌. தீசைய 





அறமத்தில்‌ % - (20%), ஏ ஈ 3௮.) என்ற இரண்டு தீசையன்களின்‌ உள்பெருக்கல்‌ 
(x.y) = X,Y, + xy, * x); என வரையறை செய்யலாம்‌. இந்த உள்பெருக்கலை 
அலகையுடன்‌ (௩%) - || ௬ |2 என தொடர்புடையதாக்கலாம்‌. படிப்பவர்களுக்கு (2.3) - 
I x Illy ௦௦5 9 என்ற சமன்பாடூ மிகவும்‌ அறிமுகமானதாகும்‌. இங்கு 0 என்பது %,3 
ஆகிய திசையன்களுக்கிடையே உள்ள கோணம்‌ ஆகும்‌. 


ப) செங்குத்துத்‌ திசையன்கள்‌ எனில்‌ (33) - 0. இதனை 5: _. ர என குறிப்பிடலாம்‌. 
இந்தக்‌ கருத்துக்களை பயன்படுத்தி முப்பரிமான யூக்ளிடு வெளியில்‌ 


(3)-3ட ரப) HY; ன்‌ (1) 

என உள்பெருக்கலை வரையறை செய்யலாம்‌. இங்கு மெய்புனை இணையிய 
எண்களைப்‌ பயன்படுத்தினாலும்‌ (020) - || ௩ ||? -ல்‌ எந்த மாற்றமும்‌ இல்லை. இந்தக்‌ 
கருத்துககளை அடிப்படையாகக்‌ கொண்டூ ஹில்பர்ட்‌ வெளியை வரையறை 


செய்யலாம்‌. 
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ஹீல்பா வள்‌ என்பது மெய்புனை பேனக்‌ வெளி (Complex Banach Space) 
ஆகும்‌. இதன்‌ அலகை உள்‌ பெருக்கலிலிருந்து உருவாக்கப்படுகின்றது. 


20 என்பது 0 என்ற மெய்புனை எண்ணைப்‌ பொறுத்து நேரியல்‌ வளி, %-ன்‌ 
மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ உள்பெருக்கல்‌ ( ) கீழ்கண்ட கட்டுப்பாடுகளை நீறைவு 
செய்யும்‌. 

1. (௦0% 33,2)--6(,2)- 82) 


2. ஹே) (YX) 
3. («x)= |x 


1, 2 ஆகிய கட்டூப்பாடுகளிலிருந்து (2, எ * 82) = ஐ (3) f (,2) என்ற முடிவையும்‌ 
பெறலாம்‌. 


எடுத்துக்காடீரு: 1. 
[,” என்ற வெளி உள்ஸருக்கல்‌ வெளி இதில்‌ வரையறுக்கப்படும்‌ 


உள்பெருக்கல்‌ (3) = 2 3, . இங்கு ௬ ௪ (0%. - %,) மற்றும்‌ ர, 4; ¥. - - - -¥,) 


எட௫த்துக்காட£௫ு:2 
[, என்ற வெளியில்‌ வரையறுக்கப்படூும்‌ உள்‌ பெருக்கல்‌ (%,y) - 5 . இங்கு 
்‌ 1 


௪ (௬, ௩. . - ) மற்றும்‌ ர - டட .... . எனவே /, ஒரு உள்பெருக்கல்‌ வெளி. 


எடுத்துக்காட்டு: 3 

1 அளவுடைய X அளவை வெளி (measurable space) யுடன்‌ இணைந்த வெளி 
[,,-ல்‌ உள்ள தொகையிடத்தக்க சார்புகள்‌  £,ஜன்‌ உள்பெருக்கல்‌ 
(1,2- | f(x)e(x)dm(x) என வரையறுக்கப்படுமானால்‌, 1, என்பது ஒரு உள்பெருக்கல்‌ 
வெளி ஆகும்‌. | ப 


தேற்றம்‌ 13:1 
( ஸ்குவாட்ஸ்‌ சமனீல்‌ ) ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ %.) என்பன ஏதேனும்‌ இரண்டு 
திசையன்கள்‌ எனில்‌, | (3) | 530] |3 || ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: ஏ - 0 எனும்‌ போது சமனிலியில்‌ இருபக்கமும்‌ பூச்சியமாகும்‌. எனவே இந்த 
முடிவு நிறுவப்படுகின்றது. y * 0 எனும்‌ போது (0 9 ரி]] [4 என்ற சமனிலி 
கொடுக்கப்பட்ட சமனிலிக்குச்‌ சமமானதாகும்‌. எனவே நமது நோக்கம்‌ யாவும்‌ | 5 || = 
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எனும்‌ போது ப பட்டவன்‌ பிட்‌ அதாவது (x,y) |x | என ல்‌ 
போதுமானதாகும்‌. 
அபோது 0 lx - yy = =, YY, X= Y)Y) 
= (x ;X)-(X, ¥) 0259-3) (KX, (x,y) ¥(x;Y) (x, 303) 03) 


5 x) - (X,Y) (X,Y) 
= |x IP - | (x,y) 1° 
எனவே | (0,3) ||| || 


தேற்றம்‌ 13.2 
ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ உள்‌ பெருக்கல்‌ இணைந்த தொடர்ச்சியானதாகும்‌. 


நீறுவல்‌: உள்பெருக்கல்‌ தொடர்ச்சியானது என நிறுவுவதற்குப்‌ பதிலாக ne 2x 
மற்றும்‌ y, 5 எனும்‌ போது (15) 2 > (xy) என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌ 
இதற்காக ்‌ 
(ஷே YY) =) 020-000) ப 
= | (௮) ்‌ டேன்‌) | 1 | (X,Y) 5 (XY) 
|r * I, x) 
= xi, I Ix, = x II IE a) 


| இங்கு %,-* 2,532 எனவே | %,- % || .0.மற்றும்‌ || ).- y ||. 0 மேலும்‌ 
(௩) என்பது குவியும்‌ தொடர்‌ வரிசை. எனவே £-ன்‌ அனைத்து மதீப்புகளுக்கும்‌ 
lx 514 இவற்றிலிருந்து சமனிலி (1) -ன்‌ வலதுபுறம்‌ ஈ 5 ௨ எனும்போது பூச்சியத்தை 
நெருங்கும்‌. எனவே இடதுபுறமும்‌ பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. ௮. 22 பல 
எனும்போது ௨௮) ஹே ) ஆகும்‌. 1 


அடிப்படை வடிவியலில்‌, இணைகர விதி என்பது இணைகரத்தின்‌ பக்கங்களின்‌ 
வர்க்கங்களின்‌ கூடுதல்‌ அதன்‌ மூலைவிட்டங்களின்‌- வர்க்கங்களின்‌. கூடூதலுக்குச்‌ 
சமமாகும்‌. நாம்‌ இப்போது, ஹில்பர்ட்‌ வெளில்‌ உள்ள அலகை, இந்த. முக்கியமான 
இணைகர விதியை நீறைவு செய்கீறது என்பதைக்‌ காணலாம்‌. ச. 


பட 13.3 
வ்‌ ) என்பது ஒரு ஹில்பர்ட்‌ எவ்ளியின்‌ ஏதேனும்‌ கரண்டு திஸிசியன்கள்‌ ௦ 1 


xy +||x-yIP=2(ixIP+Iy I ஆகும்‌. 


தீறுவல்‌: %;) என்பன ஹில்பர்ட்‌ வெளி 1-ல்‌ உள்ள திசையன்கள்‌ என்க. 
x ty =(xty,x+y) 

| எ கிட. 0503) 

க இரு (YP 


॥ x-y | 8554-00) 


(2) 
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*(%,20)-003)-02) + (YY) 


|x 11°- (x;y) + (yx) + || y 1° - (3) 
சமன்பாடு (2) (3) ஆகியவற்றிலிருந்து 
x+y IP எவர [6-2 (xl +I yl I து ord 


இந்த இணைகர விதியைப்‌ பயன்படுத்திக்‌ கீழே ரு அப்படை த தள 
நிறுவலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 13.4 
C என்பது H என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ மூடிய குவி உட்கணம்‌ (Closed Convex 


Subset) எனில்‌ C- னுள்‌ மிகக்‌ குறைந்த அலகை உடைய ஒரே ஒரு ட வல்கள்‌ மட்டும்‌ 
இருக்கும்‌. 


நீறுவல்‌: இங்கு (£ என்பது குவிக்‌ கணம்‌ (Convex 80) எனவே ஆ, y என்ற தீசையன்கள்‌ 


xy 
C- ல்‌ இருக்கும்‌ போது ன ம்‌ 6-ல்‌ இருக்கும்‌. 0 ௪ ரீ {|| ௬, |:%6 C; என்க. எனவே 

















| %, || - 4 என்றவாறு உள்ள (% ) என்ற தொடர்‌ வரிசை (:-ல்‌ இருக்கும்‌. ன்‌ 
Xm +X . = 3 ட 0 + Xi 1௮21 
குவிதன்மையின்படி வர்த்த ம 0-ல்‌ இருக்கும்‌. எனவே | , |20. அதாவது 
|X + 
| அ IE ANE 


<2, P+2 x, IP 40 


॥ ௯ ௦ எனும்‌ போது சமனிலியின்‌ வலதுபுறம்‌ பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. எனவே 
இடதுபுறமும்‌ பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. இவற்றிலிருந்து (0) என்பது C-ல்‌ ஒரு காசி 
வரிசைத்‌ தொடர்‌ என்பது தெளிவாகின்றது. இங்கு 11 என்பது முழுவெளி, 6 என்பது 
[1-ன்‌ மூடிய உள்ளி. எனவே ௦ என்பது ஒரு முழுவெளி. ஆதலால்‌ (% )-க்குத்‌ 


தகுந்தாற்‌ போல்‌ %,-” %. என்றவாறு % என்ற திசையன்‌ C- ல்‌ இருக்கும்‌. || x1 1/2 || 


7722௦. ம 


= lim (ஞு மு 0 என்ற முடிவிலிருந்து C-ல்‌ x என்பது மிகச்சிறிய ண ப வடைய 


திசையன்‌ என்பத து தெளிவாகிறது. இறுதியாக இந்த x- என்பது ஒருமைத்‌ தன்மை 
வாய்ந்தது என எ நிறுவ வேண்டும்‌. ;::- ஐத்‌ தவிர வேறொரு திசையன்‌ 5 x" ' மிகக்‌ குறைந்த 

















31% 
அலகை உடைய திசையன்‌ என எடூத்துக்‌ கொள்வோமானால்‌ னு என்ற 
நக *- |= 
திசையனும்‌ 0-ல்‌ இருக்கும்‌. மேலும்‌ ன்‌ ௮ |; 
| 2 
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2 


= 02 


2 7 


X 


2 


























XX 


அதாவது || 2 | - 4. இது 0-ன்‌ வரையறைக்கு முரண்பாடாகும்‌. எனவே தேற்றம்‌ 


நிறுவப்படுகிறது. 





துணைத்‌ தேற்றம்‌ 13.5 
11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌, 5, ர என்பது ஏதேனும்‌ இரு தீசையன்கள்‌ எனில்‌ 
4(x,y)=|lx+y[P-|x-yIP+ilx+ iy I= ill x- iy || ஆகும்‌ 


நீறுவல்‌: x+y |2=|lxi2 +(x, y) +(x) +1 y |” மற்றும்‌ 
|॥%-3ு|2-]|;2| - 03) -, x) +Ily |” 


எனவே | |-1%-3 1-2 63) 2020) ்‌ (4) 
இச்சமன்பாட்டிலிருந்து || % 1௫ || - lx-iyl2=2(x,iy) +2 (iy, x) என எழுதலாம்‌. 


அதாவது, |% +iyl?-|x-iyl®=-2i(x,y)+2i(y,X) 
எனவே, ix +iyll2-illx-iyl®=2(x,y)-2(Y.X) (B) 
சமன்பாடு A,B ஐக்‌ கூட்ட 


lx+yil-lx-yIP+illx+iyl?-illx-iy |? =4 (x,y) எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 


தேற்றம்‌ : 13.6 
B என்ற மெய்புனை பேனக்‌ வெளியின்‌ அலகை 


(Dilx+y i> +ix-y |? =2 (x1? +1|y 7) மற்றும்‌ 
(i) 4 (x,y) |x +y I -|x-y IP +i iy? -iilx- iy |° - (5) 


ஆகியவற்றுடன்‌ ஒத்துப்போகும்‌ எனில்‌, ஒரு ஹில்பர்ட்‌ வெளி ஆகும்‌. 
நீறுவல்‌: 13 ஹில்பர்ட்‌ வெளி என நீறுவுவதற்கு (5)-ல்‌ வரையறை செய்யப்பட்டுள்ள 


அலகை, அலகைக்குரிய கட்டுப்பாடுகளை நிறைவு செய்யும்‌ என நிறுவினால்‌ 
போதுமானதாகும்‌. ப 
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(அ) சமன்பாடு (5)- லிருந்து : 
4( x, டவ னி உன 
= 4 || x [2+ 210-211 x |” 
- 41%] 


எனவே (%. 3) ॥% |” 


(ஆ)40,9) “1731-11-11 [191-111 
கந தல்‌, ண பத எனா அ ௮௮0 
40220) 

எனவே ஜே 0.0 


(இ) சமன்பாடூ (5)- லிருந்து 
49௮ [கு GET AIT iCE TY) iz -1 E+): 12 (இ 


சமன்பாடு (4) லிருந்து 
Ix +2+y 2H x +2 y= 2 Cx +2 YIP) 2 நனைய, ம லண 
அதாவது, |[* 42 *9|£-2]%-*2[₹-*213/1£-॥ 2-9] ஞூ - (8) 
மீண்டூம்‌ 
Ix +z-ylP =e y) +x 2 
=2|lz-y(2+21xll2-1 (2-39 ஆ 
15/4 | நடு - 9) 


சமன்பாடூ (8), (9) ஆகியவற்றிலிருந்து ' 


[அகம்‌ அக கரி ஈக ச = A அழ OE ௮ அழி 


அதாவது 
॥% ரசம்‌ - 13-21” -2॥%72॥1“-213-அி +2lly I - 2x - (090) 
இந்தச்‌ சமன்பாட்டில்‌ %. ர - ஐ இடமாற்றம்‌ செய்யப்படும்‌ போது 
சரக 1 617721 -21/-அ ததி அர... - இணி 


எனக கிடைக்கும்‌. 


சமன்பாடூ (10), (11) -ஐக கூட்ட 


நத 21 -1/: Aes Ae | (ட ௪ (12) 
சமன்பாடு (12)-ல்‌ 2 க்குப்‌ பதிலாக 21 - ஐப்‌ பிரதியிட 

நத ராத = FY | Ti |S எனி ஏகா 1. எடி - (13) 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌ 

சமன்பாடு (13) லிருந்து 

|x +y+iz [2- il ty - iz ||? = illx+iz|?- 1/2 |2-1|/-12]5- (14) 





சமன்பாடு (13), ( 14) ஆகியவற்றைக்‌ கூட்ட 
1297 +izll2- x+y - 22 +illx +y +i iN y= i 
= (+ 21° |x = 2 பழிக்க” 
= 11x |) * (19/21: -1/- சம்‌ ர + iz (2 =i] y= iz (29 
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இவற்றிலிருந்து 4(௨3,2)-462)*403) எனக்‌ கிடைக்கும்‌ அதாவது 
(x+y, z)=(x,2)+(Y,Z) - (15) 


(ஈ) சமன்பாடூ (15) லிருந்து 

(atx) ட 

(2Xx,Y) 206.) 
எனவே ௨-2 எனும்‌ போது (ஈ3,3)- ௮ (%, ர) என நிறைவு செய்கிறது. உ - ஈ எனும்‌ 
போது (௩%, 9) - ॥ (%, ர) என நிறைவு செய்வதாக எடுத்துக்கொள்வோம்‌. இப்போது 
௪ = ॥* 1 எனில்‌ | 


(ரு (NEED - 3) * (33) 
1 (%,37) (23) 
5 (n+1)(x;y) 


எனவே ஏ- வின்‌ அனைத்து நேர்ம மு மு எண்களுக்கும்‌ (௪ %, ர) - 8 (x, 3) நிறைவு 
செய்கிறது. ௨ ஒரு எதீர்ம முழு எண்‌ என எடுத்துக்கொள்வோமானால்‌ அதாவது 
எ = - 1, 8 > 0 எனில்‌ I 
(a x,y) = (-B x, Y) 

= (-B) (X, y) 

எ பே 
எனவே அனைத்து எதுூம முழு எண்களுக்கும்‌ (௪3%,3)- ௭ (%,) என நிறுவப்படுகிறது. 
௭ - ஒரு விகிதமுறு எண்‌ எனில்‌, அதாவது ௦- ற/0 


(CX Y= எ] — (2s 
0 (0 


bo ] 

எனவே qa lq : 

P(x y)= 2. 7 
0] 


q 
(es 


எனவே ௦- விகிதமுறு எண்னாக இருக்கும்‌ போது (௦: %, y) - ௦ (63) நீறுவப்‌ படுகிறது. 
இதே போல ௦ என்பது ஒரு மெய்யெண்‌ அல்லது மெய்புனை எண்ணாக இருந்தாலும்‌ 
(0 x, y) = © (x, y) என்பது உண்மையாகும்‌. 
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14. எசங்குத்து நீரப்ப்கள்‌ (Orthogonal Complements) 
ஒரு ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ உள்ள ₹, ர என்ற திசையன்கள்‌ (2, 4) - 0 எனும்போது 
செங்குத்துத்‌ திசையன்கள்‌ எனப்படும்‌. இதனை %டy எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. இங்கு (3.3) 
- ட.) எனவே % 1 ர ௮3 1 . மேலும்‌ %-ன்‌ ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும்‌ % 0 மற்றும்‌ (%, %) 
|| ௬ ||2. இவற்றிலிருந்து பூச்சியம்‌ மட்டுமே தனக்குத்தானே செங்குத்தாக உள்ள 
திசையன்‌ ஆகும்‌ என்பது தெளிவாகிறது. 


பீதாஎகாரியன்‌ தேற்றம்‌ 14.1 (Pythagorean Theorem) 
ட, ர என்பன செங்குத்து திசையன்கள்‌ எனில்‌ || % + y |= |[ ௬ - y ||? = [Ix 1° + ly I° 


இந்த தேற்றத்தின்‌ நிறுவல்‌ வ்‌ எளிமையானது. எனவே இதன்‌ நீறுவலை 
படிப்பவர்களுக்கு விடப்படுகிறது 1. | 


௩ என்ற திசையன்‌ 5-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு திசையன்‌ y-யுடன்‌ % - 3 என்றவாறு 
இருக்குமெனில்‌, % .. 5 என்றழைக்கலாம்‌. 5-ல்‌ உள்ள அனைத்துத்‌ திசையன்களுக்கும்‌ 
செங்குத்தாக உள்ள திசையன்களின்‌ கணம்‌ செங்குத்து நீரப்பி (Orthogonal Complement) 
எனப்படும்‌. இதனை 5 எனக்குறிப்பிடலாம்‌ அதாவது 5- ={% : ௬.1, அனைத்து ye 5]. 
இந்த வரையறையிலிருந்து கீழே உள்ள துணைத்‌ தேற்றத்தை எளிதீல்‌ நீறுவலாம்‌. 


துணைத தேற்றம்‌ 14.2 
1] என்பது ஹில்பர்ட்‌ வெளி எனில்‌ 
(1) 403+ =H 
(ii) ௩-0 
(0) SAS = {0} 


MWS CS ES; 


நீறூவல்‌: (1) ௬ € 11 எனில்‌ (%,0) ௪ 0. எனவே ௩% & 10)" . இவற்றிலிருந்து பு ௨ {0}* 
எனலாம்‌ 


மேலும்‌ (0): ௨ H. எனவே {0}* -11 


(11) 217” எனில்‌ (௩, ர) - 0, அனைத்து ) € H. ர ௬ என எடுத்துக கொள்வோமானால்‌ 
௮) 921010 
௨-0. எனவே3% 6€]]*- 4-0. னவே! ட (0) 


இவற்றிலிருந்து £1* - (0) எனலாம்‌. 


(111) X € SNS எனில்‌, % € 5 மற்றும்‌ % € 5. எனவே (௩%,)=0 அ 4-0 
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- இவற்றிலிருந்து 855” ௨ {0} மேலும்‌ (0/8 ஈ8*. எனவே 565” --40) 


(1௩) 5, ௨5, என்க. எனவே 
xe S23 ௮ (x, We S 
=> (டே, y)= 0, y ES, 


SES 


இவற்றிலிருந்து 8,“ < 5, 


தேற்றும்‌ 14.3 
5 என்பது 11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ வெற்றற்ற உட்கணம்‌ எனில்‌, 5- என்பது 
H-ல்‌ மூடிய உள்வளி ஆகும்‌. மேலும்‌ அது ஒரு த ம்லு்‌ வெளி ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: இங்கு 9: = (%6 11: (x,y) ~0, அனைத்து y ௪ 8), 5-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 
9-யும்‌ (0, 7) = 0 என்றவாறு இருக்கும்‌. எனவே 0 € 5. ஆதலால்‌ 5” என்பது aA 
கணம்‌. மேலும்‌ % ,, € 5,008 € R அல்லது 6 எனில்‌, 
(ax, 10,,3)-௨(0,3) 1] ே.3) 
0-0 
-0 
எனவே ௨%, * 83, € 5 ஆதலால்‌ 5” என்பது 11-ன்‌ உள்வெளி 


நாம்‌ இப்போது 5* என்பது 11-ல்‌ மூடிய உள்வெளி என நிறுவ வேண்டும்‌. 
{ஏ என்ற தொடர்‌ வரிசையை 5-ல்‌ எடுத்துக்கொள்வோம்‌. இது 11-ல்‌ உள்ள % என்ற 
புள்ளியில்‌ குவிவதாக எடூத்துக்‌ கொள்வோம்‌. இங்கு 5 € 5*எனவே, (%,,3)--0, 3௨5, 
1- 1, 2.. . மேலும்‌ உள்‌ பெருக்கல்‌ என்பது தொடர்ச்சியான சார்பு. எனவே ॥- 
அளவிலியை நெருங்கும்‌ போது ( %,,; Y) ௪ (%, Y) நெருங்கும்‌. ஆனால்‌ ஒவ்வொரு 1- 
க்கும்‌ ட.3)- 0. எனவே, (%, ர) - 0. இவற்றிலிருந்து % € 5*அதனால்‌ 5 என்பது [1-ல்‌ 
மூடிய உள்வெளி. எனவே 5” ஒரு ஹில்பர்ட்‌ வெளி ஆகும்‌. 


M என்பது 11-ன்‌ மூடிய நேரியல்‌ உள்வெளி என்க. எனவே தேற்றம்‌ 14.3-ன்‌ படி 
MKஃயும்‌ மூடிய உள்வவளி. மேலும்‌ 14, 14--க்கு இடையே பூச்சியம்‌ மட்டுமே 
பொதுவானது. இந்தப்‌ பகுதியில்‌, நமது முக்கிய நோக்கமே (1 - 14 ௫ M- என 
நிறுவுவதேயாகும்‌. இப்பகுதியில்‌ இனி வரும்‌ தேற்றம்‌ ஒவ்வொன்றும்‌ இந்த 
திசையிலேயே செல்லும்‌. ட 


தேற்றம்‌ 14.4 
M என்பது 11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ மூடிய நேரியல்‌ உள்வெளி என்க. 
* என்பது M-ல்‌ இல்லாத ஒரு திசையன்‌ என்க, மற்றும்‌ 4 என்பது %-க்கும்‌ 14-க்கும்‌ 
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இடையே உள்ள தொலைவு எனில்‌, அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல M-ல்‌ y,, என்ற ஒரே ஒரு 
திசையன்‌ | % -3, || - ம என்றவாறு இருக்கும்‌. 


நீறுவல்‌: ) என்பது 11-ன்‌ மூடிய உள்வெளி. எனவே 6 - %$ * 14 என்பது மூடிய 
குவிவைளி (Closed convex Set), d என்பது ஆதிப்‌ புள்ளியிலிருந்து C-க்கு இடையே உள்ள 
தொலைவு என்பதால்‌ தேற்றம்‌ 13.4-ன்‌ படி அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல  C-ல்‌ 2, என்ற 
திசையன்‌ || 2, || £௦ என்றவாறு இருக்கும்‌. திசையன்‌ y, ௫% - ௪, என்பது M-ல்‌ 
இருக்குமென்பதை எளிதில்‌ காணலாம்‌. மேலும்‌ || - ர, ||| 2, | = ௦. இந்த y, ஒருமைத்‌ 
தன்மை வாய்ந்தது என நிறுவவேண்டும்‌. அவ்வாறில்லையெனில்‌ M-ல்‌ ர, என்ற 
திசையன்‌ y,* , மற்றும்‌ || %-3 || - என்றவாறு, உள்ளதாக எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 
எனவே 2, -  - ர, என்பது 6-ல்‌ 2, 4 2, மற்றும்‌ || 2, ||. என்றவாறு உள்ள ஒரு தீசையன்‌ 
ஆகும்‌. இது 2,-ன்‌ ஒருமைத்‌ தன்மைக்கு முரண்பாடாகும்‌. 


தேற்றம்‌ 14.5 
M-என்பது 11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ முறையான மூடிய உள்வெளி எனில்‌. 
அதற்குத்‌ தகுந்தாற்‌ போல்‌ 11-ல்‌, 2, என்ற திசையன்‌ 2, -. ) என்றவாறு, இருக்கும்‌. 


நீறுவல்‌: என்பது M-ல்‌ இல்லாத ஒரு திசையன்‌ என்க. மேலும்‌ 0 என்பது உக்கும்‌, 
க்கும்‌ இடையே உள்ள தொலைவு என்க. தேற்றம்‌ 14.4-ன்‌ படி, அதற்குத்‌ தகுந்தாற்‌ 
போல்‌ 1-ல்‌ 3, என்ற திசையன்‌ | % - ¥, | - 8 என்றவாறு இருக்கும்‌. 2, என்பதை 
2) -% - 5, என வரையறை செய்வோம்‌. இங்கு 4: 0 எனவே 2, ஒரு பூச்சியமற்ற 
திசையனாகும்‌. இந்தத்‌ தேற்றத்தின்‌ நீரூபணத்தை முடிப்பதற்கு -ல்‌ உள்ள ஏதாவது 
ஒரு தீசையன்‌ 5-க்கு 2, 1. ர என நீறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. ௦. என்பது ஏதாவது 
ஒரு அளவன்‌ எனில்‌, 
lz- ayll =x —(v. +ay) 0-௧] 


எனவே 2. - ரூர்‌ > 





| lel 20 





= -alz,,y)—alz,.y)+lal sl > 0 
0 = (2, , ர) எனப்‌ பிரதியிட்டால்‌ -- 202.3) +B2(z,.y)| (51° 2 0 எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 


இங்கு [3 ஒரு மெய்வண்‌. ௨- | (2, y)|”. b= || y | ச என எடுத்துக்கொள்வோமானால்‌ -2௮[ 
4+ 2 ௮b 2 0 என நமக்குக்‌ கிடைக்கும்‌. 


- ஆகையால்‌ [ ௨ (86 - 2) ௫ 0, [-வின்‌ அனைத்து மெய்மதீப்புகளுக்கும்‌ இது 
பொருந்தும்‌. இருந்தபோதீலும்‌ ௨: 0 எனும்‌ போது, 8 மிகச்‌ சிறிய நேர்ம எண்ணாக 
இருக்கும்‌ போது, இது தவறானதாக அமையும்‌. எனவே 2 - 0. அதாவது 72, - y. 
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அடுத்த தேற்றம்‌ நிறுவுவதற்கு கூடுதலாக கீழே கொடுக்கப்பட்டூள்ள சில 
கருத்துகள்‌ தேவைப்படுகின்றன. $8,,5, என்பது ஹில்பர்ட்‌ வளியின்‌ இரண்டு 
உள்வெளிகள்‌. இந்த உள்‌ வெளிகள்‌, %.1 3; X €5.,, 3365, என்றவாறு இருக்குமானால்‌ 
அவை ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்து வெளிகள்‌ (0111020181 808025) எனப்படும்‌. 


தேற்றம்‌ 14.6. 
M, 31 என்பன 11-என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ 14 1. 11 என்றவாறு உள்ள இரு 
மூடிய நேரியல்‌ உள்வவளிகள்‌ எனில்‌, 14-11 என்ற நேரியல்‌ உள்வெளியும்‌ மூடியதாகும்‌. 


நீறுவல்‌: 2 என்பது 4+-ன்‌ எல்லைப்‌ புள்ளி என்க. எனவே 2 என்பது M*N-ல்‌ 
இருக்கும்‌ என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. M+N-ல்‌. z என்ற புள்ளிக்கு 
தகுந்தாற்போல்‌, 2 -* என்றவாறு (2) என்ற வரிசைத்தொடர்‌ நீச்சயமாக இருக்கும்‌. 
நமது தற்கோள்‌ (௮55ய௱ற£i0n) 14 -. N-ன்‌ படி , 1 ஆகியவை இணைப்பில்லா கணம்‌ 
ஆகும்‌. ஆகையால்‌ ஒவ்வொரு 2 -ஐயும்‌ ஒரே ஒரு வழியில்‌ 2 - %, * , என எழுதலாம்‌. 
இங்கு (7. 1), என்பன முறையே ) மற்றும்‌ N-ல்‌ உள்ள காசியின்‌ தொடர்வரிசை 
என்க. மேலும்பிதாகோரியன்‌ தேற்றத்தின்படி, பிதாகோரியன்‌. தேற்றத்தீன்படி, 
1௨2 11) ௮ = 2-247: இவற்றிலிருந்து (3) மற்றும்‌ £), ஆகியவை காசியின்‌ 
தொடர்வரிசையாகும்‌. இங்கு, 14, 14 மூடிய உள்வெளிகள்‌. எனவே 14. 11 முழு வெளிகள்‌. 
ஆதலால்‌ %, y என்ற திசையன்‌ முறையே 14, 14-ல்‌, 52%. 3, ௮௮ என்றவாறு இருக்கும்‌. 
இவற்றிலிருந்து % 4 ர € M+ N மேலும்‌ 2- ர 2 -lim (x, +y,) - lim x, +limy, “x+y 
எனவே 2 ௧ MAN. 


நாம்‌ இப்போது இந்தப்‌ பகுதியின்‌ முக்கியத்‌ தேற்றத்திற்கு வருவோம்‌. 


தேற்றம்‌ 14.7 
௬M என்பது 11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ மூடிய நேரியல்‌ வெளி எனில்‌, 


11- MOM ஆகும்‌. 


மீறுவல்‌: ), என்பன 11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ ஒன்றுக்‌ கொன்றான செங்குத்து 

மூடிய நேரியல்‌ உள்வெளிகளாதாலால்‌, தேற்றம்‌ 14.6-ன்‌ படி 14-14--ம்‌ H-ன்‌ மூடிய 
நேரியல்‌ உள்வளி ஆகும்‌. நாம்‌ இப்போது M+) H என நீறுவ வேண்டும்‌. அவ்வாறு 
இல்லையெனில்‌ தேற்றம்‌ 14.5- ன்‌ படி, 2, 04-71“) என்றவாறு 2, என்ற பூச்சியமல்லாத 
திசையன்‌ 11-ல்‌ இருக்கும்‌. இந்தப்‌ பூச்சியமல்லாத திசையன்‌ M--ல்‌ இருக்கும்‌ 
என்பது மிகவும்‌ வெளிப்படையானதே. இது ஓர்‌ முரண்பாடாகும்‌. எனவே 1 - MM 
மேலும்‌ ),)- சேர்ப்பில்லாத கணம்‌ (050 504). இவற்றிலிருந்து ர - MOM". 
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15. அலகுச்‌ எசங்குத்துக்‌ கணம்‌ (Orthonormal set) 

1] என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌, ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக ஒரு அலகு 
மதிப்புள்ள திசையன்களின்‌ உட்கணம்‌ என்பது அலகுச்‌ ங்குத்துக்‌ கணம்‌ 
எனப்படும்‌. அதாவது 11-ன்‌ வெற்றற்ற உட்கணம்‌ (6-8 கீழ்க்கண்ட தன்மைகளைக்‌ 
கொண்டிருக்கும்‌. | 

(1) ifj>e Le, 
(2) ||€;|| “1, 1- ன ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும்‌ 


H-ல்‌ பூச்சிய திசையன்‌ மட்டுமே இருக்குமானால்‌, அதற்கு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ 
இருக்காது. 11-ல்‌ : என்ற பூச்சியமல்லாது திசையன்‌ இருக்குமானால்‌, அதனை பன்ற |x| 
என்ற அலகு திசையனாக்கலாம்‌. எனவே ஒரே திசையனையுடைய கணம்‌ 467 அலகுச்‌ 
செங்குத்துக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. 

பொதுவாக [%, | என்ற ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக உள்ள கணத்தீன்‌ 

32, 

திசையன்களுக்குப்‌ பதிலாக “! - ட] என்ற அலகுச்‌ செங்குத்துத்‌ தீசையன்களாக 
மாற்றும்‌ போது நமக்கு (6) என்ற அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ கிடைக்கும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு : 1. 


|,- ன்‌ உட்கணம்‌ ((1,0,0...0), (0,1,0...0) (0,0,1,0...0) . . . . (0,0,...0,1); 
ஓர்‌ அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு : 2 
|, - என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ உட்கணம்‌ ((1,0,...), (0,1,0...), 02010 9-3 
ஓர்‌ அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. 
தேற்றம்‌ 15.1 


௦.) என்பது 11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வளியின்‌ முடிவுறு அலகுச்‌ 
செங்குத்துக்‌ கணம்‌ என்க. % என்பது 11-ல்‌ ஏதாவது ஒரு திசையன்‌ எனில்‌, 


>} ssl 1 
ஆகும்‌. மேலும்‌, 
ஒவ்வொரு ]-க்கும்‌, % - DE ke, le; = (2) 


ஆகும்‌. 
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2 


நீறுவல்‌: இப்போது ஆ 














xk 
23 xe x Fe]: 0 


i= 
» (xx)-3 ce Nxe)- 3 (oe e)+ 3360 Ne, Nee,)20 
1-1 jl i=l j=l 


— xl 21) 20 


எனவே ஏ 227683 
டஸ்ட்‌ xen | -65)-26)6.47-62)-6௮)-॥ 


எனவே ]-ன்‌ ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும்‌ % - 200 Xe, தல்‌ 
i=l 


சமனிலி (1) மிக முக்கியமான வடிவியலில்‌ விளக்கங்களைக்‌ கொண்டூள்ளது 
என்பதைப்‌ படிப்பவர்கள்‌ நன்கு உணரவேண்டும்‌. அதாவது, வெவ்வேறு செங்குத்துத்‌ 
திசைகளில்‌ உள்ள தீசையன்களின்‌ கூறுகளின்‌ படியின்‌ கூடுதல்‌, அந்தத்‌ திசையனின்‌ 
நீளத்தை விட அதிகமாக இருக்காது. இந்தச்‌ சமனிலி சாதாரணமாகப்‌ பெசல்‌ சமனிலி 
a inequality) எனக குறிப்பிடப்படும்‌. இதனுடைய பொதுவான சமனிலி இதே 
பெயரில்‌ கீழே கொடுக்கப்பட்டிருந்தாலும்‌, இந்த சமனிலியின்‌ பெயரிலும்‌ அதை 
பயன்படுத்துவதும்‌ ஒரு முக்கியமான சிறப்பம்சமாகும்‌. (1) மற்றும்‌ (2)- ல்‌ உள்ள 
கூடுதலில்‌ உள்ள 1-ன்‌ மதிப்புகளுக்கு எந்தக்‌ கட்டுபாடும்‌ இல்லாமல்‌ நிறுவப்படுவதே 
அடுத்த தேற்றத்தின்‌ நோக்கமாகும்‌. அதை நிறுவுவதற்கு முன்பு முதலில்‌, கீழே 
கொடுக்கப்பட்டூள்ள தேற்றத்தைப்‌ பார்ப்போம்‌. 
தேற்றம்‌ 15.2 

187 என்பது 11-என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ மற்றும்‌ 
£1- ல்‌ ௩ என்பது ஏதாவது ஒரு திசையன்‌ எனில்‌, 5 - (6: (,ீ.) ௪ 0 என்ற கணம்‌ வெற்றுக்‌ 
கணமாகவோ அல்லது எண்ணத்தக்க (C௦௮!) கணமாகவோ இருக்கும்‌. 


நீறுவல்‌: ஒவ்வாரு நேர்ம முழு எண்‌ ஈ-க்கும்‌ 5, - ம, (xe, = |x| /௩ என்ற 
கணத்தை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. பெசல்‌ சமனிலியின்படி 5 -ல்‌ அதிகபட்சமாக 1- | 


திசையன்கள்‌ இருக்கும்‌. மேலும்‌ 5 - பூ5, . எனவே 8 என்பது எண்ணத்தக்க கணம்‌ 


n=l 


ஆகும்‌. 
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இந்த முடிவைப்‌ பயன்படுத்தி பெசல்‌ சமனிலியின்‌ பொதுவான அமைப்பை 
நீறுவுவோம்‌. 


தேற்றம்‌ 15.3 (பசல்‌ சமனீலி 

H என்ற ஹில்பாட்‌ வெளியில்‌ (௦) என்பது ஓர்‌ அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ 
எனில்‌, [1-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு திசையன்‌ க்கும்‌ 5: 66) = || x | - (3) 
என இருக்கும்‌. 


நீறுவல்‌: முந்தைய தேற்றத்தில்‌ உள்ளது போல 8 - (6 : (௩,௪) - 0) என்ற கணத்தை 
எடூத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 5 என்பது வெற்றுக்‌ கணம்‌ எனில்‌ ): [(%,௪,)|2 - 0 என 
வரையறுப்போம்‌. எனவே சமனிலி (3) மிகவும்‌ எளிதில்‌ நிருபணமாகிறது. நாம்‌ 
இப்போது 5-வெற்றற்ற கணம்‌ என எடூத்துக்கொள்வோம்‌. தேற்றம்‌ 15.2-ன்‌ படி 5 ஒரு 
முடிவுறு அல்லது எண்ணத்தக்க முடிவுறாக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. 8 ஒரு முடிவுறு கணம்‌ எனில்‌ 


இதனை 5--40.,6,.... ...6, என எழுதலாம்‌. மேலும்‌ ?' | (%;௪.)!* என்ற கூடுதல்‌ 53 (டே ே ம. 
த்‌ i=l 


என மாறும்‌ போது சமனிலி (3) சமனிலி (1) ஆக மாறுகின்றது. சமனிலி (1) ஏற்கனவே 
நிருபிக்கப்பட்ட ஒன்றாகும்‌. மேலும்‌ நீறுவப்பட வேண்டியது, 5 என்பது எண்ணத்தக்க 
முடிவுறாக கணமாக இருக்கும்போது மட்டுமே. 5-ல்‌ உள்ள திசையன்களை நமக்குத்‌ 
தெரிந்த வரிசையில்‌ 5 = (6.,0,,6.. ..... இதப்‌ ம்‌ 7 என வரிசைப்படுத்துவோம்‌. 


ட்‌ 2 
அற ஒருங்குத்தொடர்‌ கோட்பாட்டின்படி, 2063] என்ற தொடர்‌ குவியும்‌ 
1௪] 


தொடர்‌ எனில்‌, அத்தொடரின்‌ உறுப்புகளை மாற்றியமைத்து எழுதியபின்பும்‌ 
அத்தொடர்‌ குவியும்‌ தொடராகவே இருக்கும்‌. இவ்வாறு உருவாக்கப்படும்‌ அனைத்துத்‌ 
தொடர்களும்‌ ஒரே கூடூதலைக்‌ கொண்டிருக்கும்‌. எனவே 5: (௩,6) என்ற தொடரை 


2 


> என வரையறை செய்வோம்‌. இவற்றிலிருந்து மேலே குறிப்பிட்ட 


1=| 

குறிப்பிலிருந்தும்‌ 9 | (%; ௪)” என்பது ஒரு எதிர்ம்மல்லாத நீட்டிக்கப்பட்ட மெய்யண்‌ 
(Extended real number) ஆகும்‌. இது 5-ல்‌ உள்ள திசையன்களைப்‌ பொறுத்து அமையும்‌, 
அதன்‌ வரிசை பொறுத்து அமையாது. இந்த வகையில்‌ (3)-ல்‌ உள்ள சமனிலி 


a 


2106) 2150] (4) 


i=l 

என மாறுகிறது. சமன்பாடு (1) லிருந்து, (4) -ன்‌ இடதுபுறத்தில்‌ உள்ள தொடரின்‌ எந்த 
பகுதீக்‌ கூட்டலும்‌ || % |2-ஐ விட அதிகமாக இருக்காது. எனவே சமன்பாடு (4) 
உண்மையாகிறது. 
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தேற்றம்‌ 15.4 
H என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ (6) என்பது அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌. 11-ல்‌ 
என்பது ஏதாவது ஒரு திசையன்‌ எனில்‌, ஒவ்வவாரு ]-க்கும்‌ 
x=} (66), | 6, ஆக இருக்கும்‌ - (5) 


n=l 


நீறுவல்‌: தேற்றம்‌ 15.2-ல்‌ உள்ளது போல 5 = %, : (௩,௪, ) 01 என வரையறை 
செய்வோம்‌. 5 வெற்றுக்‌ கணம்‌ எனில்‌ 5: (%,5:)6, என்பதை பூச்சிய திசையன்‌ என 
வரையறுப்போம்‌. எனவே % - 2 (%,0)6,--%- 0 ௪ ௩. அதாவது% என்ற திசையன்‌ ஒவ்வொரு 
க்கும்‌ செங்குத்தாக இருக்கும்‌. இதுவும்‌, 5 வெற்றுக்‌ கணம்‌ என்பதும்‌ ஒன்றேயாகும்‌. 
நாம்‌ இப்போது 5-என்பது முடிவுறு வெற்றற்ற கணம்‌ என எடூத்துக்கொள்வோம்‌. 


மெ 


அதாவது 5$- (6.6... . . .0,). நாம்‌ இப்போது > {xe} £2 20666, என 

i=l 1=1 
எடுத்துக்‌கொள்வோம்‌. இதனால்‌ சமன்பாடூ (5) சமன்பாடு (2) ஆக மாறுகிறது. இது 
ஏற்கனவே தேற்றம்‌ 15.1- ல்‌ நீறுவப்பட்டதாகும்‌. 


இப்போது 5-என்பது எண்ணத்தக்க முடிவில்லாக்‌ கணம்‌ என்க. இதனை 


இ WEE 2ம்‌ அகட ! என்ற வரிசைப்படி எடுத்துக்கொள்வோம்‌. 5, அட 6%; என்க. 


[252 | 


மேலும்‌ 1  ॥ எனும்‌ போது 


Fer - Fe 


41 


15-54. - 


m 








அவ 2 
பெசல்‌ சமனிலிபடி SS) என்ற தொடர்‌ குவியும்‌ தொடா ஆகும்‌. எனவே (5) 
=] 


என்பது [1-ல்‌ ஒரு காசி தொடர்வரிசை . ஆனால்‌ இங்கு 11 என்பது ஒரு முழு வெளி. 
எனவே !5 ) என்ற தெடர்வரிசை 11-ல்‌ உள்ள 5 என்ற புள்ளியில்‌ குவிவதாக 


எடூத்துக்கொள்வோம்‌. அதாவது 5 - D5 (xe, %, இப்போது 5: (௩;€,)உ,-ஐ ட்‌ (x, €, , என 
[=| n=l 


வரையறை செய்வோம்‌. சமன்பாடு (2) மற்றும்‌ உள்பெருக்கல்‌ தொடர்ச்சியானது 


ஆகியவற்றின்‌ படி 
(%-200,6),60-%-5 6) 
5. டே 8) H (5, ்‌) 
(98 ்‌) —(lims,, ே) 
= (Xx, 6) — [lim (8. ்‌) 
2 (X, ்‌) ச (X, ்‌) 
0 
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எனவே ௩% - 3 (%,௦)6 என்பது ஒவ்வொரு 6-க்கு செங்குத்தாக இருக்கும்‌ என்பது 
நிரூபணமாகிறது. 


இந்தத்‌ தேற்றத்தின்‌ நிறுவல்‌ நிறைவடைவதற்கு, இறுதியாக 5-ல்‌ உள்ள 

திசையன்களை இடம்‌ மாற்றி எழுதுவதனால்‌, முடிவில்‌ எந்த மாற்றமும்‌ இருக்காது என 

நிறுவவேணடும்‌. 5-ல்‌ உள்ள திசையன்கள்‌ 5 ௪ (ரீ, . ... . என மாற்றி 

எழுதப்பட்டனவாகும்‌. ட்‌ = >), என்க. இந்த தொடர்வரிசை, ஏற்கனவே 
|| 


விவரிக்கப்ட்டது போல [1-ல்‌ உள்ள 5' என்ற புள்ளியில்‌ குவிகிறது என 


எடூத்துக்கொள்வோம்‌. அதாவது 5 அட f டி இந்தத்‌ தேற்றத்தை முடிப்பதற்கு 


5 - $' என நிறுவவேண்டும்‌. கொடுக்கப்பட்ட 6.2.0 என்ற மெய்யெண்ணும்‌ 
அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல, . ஈ2ஈ.... எனில்‌. ||5,-5||<க, . ॥5',-5'|26. மற்றும்‌ 
அ ey" என்றவாறு உள்ள ॥, என்ற நேர்ம முழு எண்‌ இருக்கும்‌. மேலும்‌ 
1==n +l 


S,, -ல்‌ உள்ள அனைத்து உறுப்புகளையும்‌ உள்ளடக்கிய 5,,. என்ற உறுப்பு, |, > ॥, 


என்றவாறு | 5' ]-ல்‌ இருக்கும்‌. எனவே 5. -5, என்பது (௩,€,)€,, 1௪ ॥,*1, ॥,12.. ... 
ஆகியவற்றின்‌ கூடுதலாகும்‌. இவற்றிலிருந்து 


5; 5௨37 ௦. ட டது 


i=ng +l 
ர 
Si “8, 











my 


வன்‌ 


ட[* 8, ~5| <3. 

















இவற்றிலிருந்து 5 - 5' ஆகும்‌. 


| [ என்பது பூச்சியில்லா ஹில்பர்ட்‌ வெளி. 11-ன்‌ அனைத்து அலகுச செங்குததுக 
கணங்களின்‌ வகுப்பு (C1௮55) வெற்றற்ற கணமாகும்‌. இதில்‌ உள்ள உறுப்புகள்‌ பகுதி 
வரிசைப்படூத்தப்பட்ட கணம்‌ (Partially ordered set) ஆகும்‌. இந்த வகுப்பில்‌ உள்ள 
பெருமக்கணம்‌ (லற 50) முழு அலகுச செங்குத்துக கணம்‌ (Complete orthonormal 
501) எனப்படும்‌. அதாவது, (6.) என்பது முழு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ எனில்‌, 
(66) என்பது முழு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணமாக உள்ளவாறு (6) உடன்‌ ௦-ஐ புது 
இயலாததாகும்‌. 


தேற்றம்‌ 15.5 
பூச்சியமில்லா ஒவ்வொரு ஹில்பர்ட்‌ வெளியும்‌ ஒரு முழு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ 
கணத்தை உள்ளடக்கியிருக்கும்‌. 
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நீறுவல்‌: (5. என்பது 11-என்ற. ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ 
கணங்களின்‌ தொகுப்பு என்க. இந்த தொகுப்பில்‌ 5 ௫ 5, 5...... என்ற பகுதி வரிசையை 
உருவாக்குவோம்‌. 5 - ப 5, எனில்‌ 5 என்பதும்‌ ஒரு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. 
எனவே ஜோன்‌ துணைத்‌ தேற்றத்தின்‌ (2௦15 |) ஏதாவது ஒரு சங்கிலி (Chain) யின்‌ 
சேர்ப்புக்‌ கணம்‌ அந்தச்‌ சங்கியிலியின்‌ மேல்‌ எல்லை ஆகும்‌. எனவே 11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ 
வெளி முழு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணத்தை உள்ளிடக்கியிருக்கும்‌. 


தேற்றம்‌ 15.6 | 
(6.) என்பது 11-என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ அலகுச செங்குத்துக்‌ கணம்‌ என்க. 
கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள கட்டுபாடுகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று சமமானவையாகும்‌. 
(1) (6) என்பது முழு அலகுச செங்குத்துக்‌ கணம்‌ 
(2) XLERE டு 
(3) ௬ என்பது 11-ல்‌ ஏதாவது ஒரு திசையன்‌ எனில்‌, % “3 (%, 6) ௪, ஆகும்‌ 
(4) % என்பது 11-ல்‌ ஏதாவது ஒரு திசையன்‌ எனில்‌ || |? -51(%, ௪) ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌ 

(1) (2) (6) என்பது முழு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ என்க. ௬ 1 167 அ 
% - 0 என நீறுவ வேண்டும்‌. அவ்வாறு இல்லையெனில்‌, % 1. (6) என்றவாறு % ௪ 0 
என்ற திசையன்‌ 11-ல்‌ இருக்குமெனில்‌, ௪ = //4| என வரையறை செய்யலாம்‌. 
இவற்றிலிருந்து (6.,6) என்பது ஒரு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ என்பது தெளிவாகிறது. 
இது 16.) என்பது முழு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ என்பதற்கு முரண்பாடாக 
அமைகிறது. எனவே நமது தற்கோள்‌ தவறாகும்‌. 


(2) (3) ௬ 1 {e.} அ ௬ = 0 என்க. தேற்றம்‌ 15.4- ன்‌ படி ௬ -5: (%, 6) 6. என்பது 
எ,)-க்கு செங்குத்தானதாகும்‌. எனவே (2)- ன்‌ படி - 3 (௩%, 6) ௪, - 0. அதாவது 
= CE 


(3) அ (4) உட்பெருக்கல்‌ தொடர்ச்சியானது என்ற முடிவின்படி 


|] =e) e, 2,696) 
= 005) (64) 
= 218) 


(4) (1) 1-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு திசையன்‌ %-ஐ | ௬ |2 “=: |(%,€,)|2 என எழுதலாம்‌ 
என்க. (6.7 என்பது முழு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ என நிறுவ வேண்டும்‌. 
அவவாறில்லையெனில்‌, 16) என்பது (6,,2) என்ற அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணத்தில்‌ 


உட்கணமாக இருக்கும்‌. இங்கு 6 என்பது அனைத்து 6-களுக்கும்‌ செங்குத்தாக 
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இருக்கும்‌. எனவே 4-ன்‌ படி || ௪ | “3 |<€,௪>1“ “0. எனவே ௪ - 0. இது ௪ ஒரு அலகு I 
திசையன்‌ என்பதற்கு முரண்பாடாகும்‌. எனவே நமது தற்கோள்‌ தவறாகும்‌. 


பயீற்சீக்‌ கணக்குகள்‌ 
(1) 5- என்பது H என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ வெற்றற்ற உட்கணம்‌ எனில்‌, 5- -5--- 
என நீறுவுக 


(2) M-என்பது 11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி எனில்‌, M-மூடிய 
'உள்வைளியாக அமைய தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டூப்பாடூ 14 =M- “ 


(3) ஒரு ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ உள்ள அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ நேரியல்‌ சார்பற்ற 
கணம்‌ (Linearly டயல்‌ க்‌ என நீறுவுக. 


(4) [என்ற வெளியில்‌ !(1,0,0 . .0), (0,1,0. . 0), (0,0,1,. . 0), (0,0.. . .1)) என்ற அலகுச்‌ 
செங்குத்துக்‌ கணம்‌ முழு, அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ என நீறுவுக. 


(5) ஒரு ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ உள்ள ஏதாவது இரண்டு முழு அலகு செங்குத்து கணம்‌ 
ஒரே செவ்வெண்‌ (யவ றபறber) உடையது என நீறுவுக. 


16. இணையிய எவள்‌ (Conjugate Space) 

இந்தப்‌ பகுதியில்‌ ॥ என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 
திசையனுக்கும்‌, அதற்கு தகுந்தாற்போல்‌ 11*-ல்‌ ஒரு உறுப்பு, அதாவது ஒரு சார்பை, 
காண்பதுவும்‌ அதன்‌ தன்மைகளைப்‌ பற்றியும்‌ படிப்பதுமேயாகும்‌. 


1] என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ 53 என்பது நிலை திசையன்‌ (11060 vector) என்க. - 
[ () - (%, ஏ) என்றவாறு 1 என்ற சார்பை 11-ல்‌ வரையறை செய்வோம்‌. ய சார்பினை 
நேரியல்‌ சார்பு என எளிதில்‌ நிறுவலாம்‌. அதற்காக, க. 
8 (X 2) டேர்‌.) 


ட (xX1:¥)+ (x,y) 


t,t) 


மற்றும்‌ { (ax) = (a x,y) 
= ot (X,Y) 
௦1 (Xx) 
மேலும்‌ (18) 1- (0 9) 151%॥13॥ 
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இவற்றிலிருந்து || f. || ₹ || ர || எனவே ॥ என்பது தொடர்ச்சியான நேரியல்‌ 
உருமாற்றமாகும்‌. ॥ 1. | || y |எனவும்‌ கூட நிறுவலாம்‌. 3 - 0 எனும்போது இது 
உண்மையாகிறது y -* 0 எனில்‌ 
1 sup ilf, :1%1- 1) 
(ரி) 
- (412-131 
அதாவது, ||| 2 | | 


இவற்றிலிருந்து || 1 || - | ர | என்பது நீறுவப்ப௫கிறது. ஆதலால்‌ 1, என்ற சார்பு 
அலகை மாறாமல்‌ 11-லிருந்து 11*-க்கு. வரையறை செய்யப்படுூகீறது. 


2 





தேற்றம்‌ 16.1 
11 என்பது ஹில்பர்ட்‌ வளி. * என்பது 11*-ல்‌ உள்ள ஏதாவது ஒரு சார்பின 
(functional) எனில்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ £ (20) - (௨5) - (1) 


என்றவாறு 11-ல்‌ அனைத்து %-களுக்கும்‌ ஒரே ஒரு திசையன்‌ ) -இருக்கும்‌. 


நீறூவல்‌: £ = 0 எனில்‌ இதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ ) - 0 என தேர்ந்தெடுத்துக்‌ 
கொள்ளலாம்‌. எனவே * ௪ 0 என எடுத்துக்கொள்வோம்‌. ) என்பது 1-ன்‌ வெற்று வெளி 
(Null space), என்க. இது 11-ல்‌ மூடிய முறையான உள்வெளி ஆகும்‌. தேற்றம்‌ 14.5- ன்‌ 
படி M-க்கு செங்குத்தாக 53, என்ற பூச்சியமற்ற திசையன்‌ 11-ல்‌ இருக்கும்‌. நாம்‌ 
இப்போது, பொருத்தமான ௪ -வை தேர்ந்தெடுப்பதற்கான, நமது தேவைகளை நீறைவு 
செய்யக்கூடிய y “எ, என்ற )-ஐ உருவாக்குவோம்‌. முதலில்‌ ௨ என்ன மதீப்பாக 
இருந்தாலும்‌ M-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு &-க்கும்‌ (1)- வது சமன்பாடு உண்மையாகீறது. 
என்பதை நாம்‌ உணர்வோம்‌. அதாவது 100) - 6,௪53) - 0. இது நமக்கு % - y, என்ற 
மதிப்புக்கு (1) உண்மையாவதற்கு ஏற்றவாறு ௨ -வை தேர்ந்தெடுக்க வழியை 
உருவாக்கித்‌ தருகிறது. இது ௨ -வின்‌ மீது £ (),) “ எ ,) “ ௪ ||,” என்ற கட்டுப்பாட்டை 


புகுத்துகீறது. எனவே = £(V, )/ ly எனத்‌ தேர்ந்தெடூப்போம்‌. இவற்றிலிருந்து 
சமன்பாடு (1), M-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு ௩-க்கும்‌ % - ர, எனும்‌ போது உண்மையாகிறது. 


H-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு %-ஐயும்‌ % ௪ | * ந ,. கMஎன எழுதலாம்‌ என்பதைக்‌ 
காணமுடிகிறது. நமக்குத்‌ தேவையானகதெல்லாம்‌ 1 (%- 8 y,) - 150) - 810) - 0 என்றவாறு 
உள்ள ஒரு [8-வை தேர்ந்தெடூப்பதுதான்‌. இது 8 =£(%)/£(,) என்ற மதிப்பாகும்‌. [1-ல்‌ 
உள்ள ஒவ்வொரு க்கும்‌ 

[00-10 ற) 1௩) Bf(Y,) = (my) +B yy) 

= (m +By,, ¥) 
= (x,y) 
அதாவது 1(%) - (%, 3), ௬ € H ஆகும்‌. இந்த 4 ஒருமைத்தன்மை வாய்ந்தது 
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(x,y)=(x.y)>(,y’-—y)=0எனவே ர”-3-0-5]37-3. 


குறிப்பு 
இந்த தேற்றம்‌ ர ௯ 1 என்று 11-லிருந்து 11*-க்கு வரையறை செய்யும்‌ சார்பு 
அலகை மாறாத தன்மையுடைய நேரியல்‌ உருமாற்றச்‌ சார்பு ஆகும்‌. இங்கு 
f (x)= 03). 
இப்போது £,,., &)= 063 *¥4ஃ) 
=(x.y,) ஹே) 
ன ட்ட (x)+ டி (x) 
எனவே ந, ந 1. மீறு 
மேலும்‌ 1 (2)- (%, எ) 
- ௨03) 
தரு 
துல்‌ 9 ௯ 1 என்பது ஒரு நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌, என நீறுவப்படுகிறது. 
12, -£,| = |* - |. இவற்றிலிருந்து 5: -) 1 என்பது சமயாப்புள்ள சம 
ஒப்புமைச்சார்பு என்பது தெளிவாகீறது. 














ந 


17. இணைபுமற்றும்‌ தன்‌ ஒணைப்ுச யல்‌ (Adjoint and Self adjoint Operator) 


1 என்பது ஹில்பர்ட்‌ வெளி H-ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ செயலி. எனில்‌, 
1*என்பது 11*-ல்‌ 1-ஆல்‌ உருவாக்கப்பட்ட செயலியாகும்‌. இங்கு 1*-ஐ (1*1)X = £ (Tx) 
என வரையறை செய்யலாம்‌. மேலும்‌ T ௯ ₹* என்பது 8(H)- லிருந்து 2(H*)-௧௧ 
வரையறை செய்யப்படும்‌ சமயாப்புள்ள சம ஒப்புமைச்‌ சார்பு எனவும்‌ காணலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 17.1 

1” என்பது ஹில்பர்ட்‌ வெளி 11-ல்‌ ஓரு செயலி என்க. அதற்குத்‌ தகுந்தாற்‌ போல்‌ 
[]*-ல்‌ 1* என்ற ஒரே ஒரு செயலி (1%, y) - (%,1*) என்றவாறு 11-ல்‌ உள்ள அனைத்து 
3-க்கும்‌ இருக்கும்‌. 


நீறுவல்‌: முதலில்‌ 1'* என்ற செயலி 11*-ன்‌ மீது இருப்பதை உறுதீப்படுத்துவோம்‌. 3211 
எனில்‌, £ (௬) * (%,)) என்பது நேரியல்‌ சார்பின (1106 functional) ஆகும்‌. அதாவது 1 கH*. 


1*1 = £, என்க. இங்கு 1* என்பது 1-ன்‌ இணைச்‌ செயலி. இங்கு 1 -க்கு தகுந்தாற்‌ 
போல்‌ 2 என்ற திசையன்‌ 11-ல்‌ இருக்கும்‌. மேலும்‌, 
yf, ->T*f, 0 2 - (1) 
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என்ற மூன்று சார்புகளைக்‌ கருத்தில்‌ கொள்வோம்‌. ச - ச்‌) என எடுத்துக்‌ . 
கொள்வோமானால்‌, '1* என்ற புதிய சார்பு 11-லிருந்து 11-க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ 
1-ன்‌ இணைபுச்‌ செயலி (Adjoint operator) ஆகும்‌. 
இப்போது (T*f)x= f (TX) = (Tx, y) மற்றும்‌ 
(T*f jx =f, (0) = யரர) | 
எனவே (Tx, y) = (xP) xy ஒ 11 - (லி 
ஒவ்வொரு 1-க்கும்‌ (2)-ல்‌ வரையறை செய்யப்பட்டவாறு ஒரே ஒரு 1* மட்டுமே இருக்கும்‌. 
அவவாறில்லையெனில்‌, 7*-ஐ அல்லாத 7' என்ற நேரியல்‌ சார்பின 
(ட) CER) கர பி 
என்றவாறு இருக்கும்‌ என எடூத்துக்கொள்வோம்‌. 
எனவே கேட TY) 
ர பு 
—> T*=T' 
இவற்றிலிருந்து (1 %, 3) ஈ (௨, T*), * ர கH என்றவாறு ஒரே ஒரு T* மட்டுமே இருக்கும்‌ 
என்பது தெளிவாகீறது. நாம்‌ இப்போது 1* என்பது நேரியல்‌ சார்பின என நிறுவ 
வேண்டும்‌. இதற்காக, ' x,y,zeH, 
1 (y +2) =(T,y +2) (x,y) + (15,2) 
கேட்ட ௩௮ 
அக. 1 
எனவே  T*(y+2=T*y+T*z 
இதேபோல 1* (ஸஹ) = ௨ 1* ர எனவும்‌ நீறுவலாம்‌. ஆகவே 1* ஒரு நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ 
ஆகும்‌. . 
மேலும்‌ 7*3 =(T*yT*y) 
ம ராரா I> ॥ 
| அதுத 
எனவே | 191-511 1191.9-ன்‌ அனைத்து மதிப்புகளுக்கும்‌, அதாவது 
IT 151711 ்‌ (3) 
இவற்றிலிருந்து 1*-ஒரு கத்‌ சார்பு ஆகும்‌. எனவே 7* - ஒரு நேரியல்‌ சார்பின : 
ப கல்‌ 


மேலே உள்ள தேற்றததீலிருந்து 1: 7 * என்ற சார்பு £(11)லிருந்து 2(1)-க்கு . 
ஒரு செயலி ஆகும்‌. இந்தச்‌ சார்பு 2(H)-ன்‌ மீது இணைபுச்‌ செயலி எனப்படும்‌. 


தேற்றம்‌ 17.2 3! )-ன்மீது 1 1* என்ற இணைபுச்‌ செயலி கீழ்க்கண்ட தன்மைகளை. 

கொண்டிருக்கும்‌ 
கா கண கடார 
இ த 1 


இரு ரர 


இணைபு மற்றும்‌ தன்‌ இணைபுச்‌ செயலி 
(4) T**=T 


(5)IIT* I =IT | 
(6) IT* T= ITF 


நீறுவல்‌: (1)  %;y க}, (%,(T+T,)* y) = (TAT), y) 
“(CT ளக xy) 
=(Tx,501(,) 
= (x,T*y)+(x,T,*y) 
=(x,T,*y+T,*y) 
= (x,(T,*+T,*)y) 

எனவே (T,+T,)*y=(T>+L,5)y 


அதாவது (ரா. 1, க: ல்‌ ட்டு + T,* 


2  (x,(aT)*+y)=((aT)x,y) 
= (Tx, y) 
=o (x, T* y) 


= (Xx, a (T*y)) 


எனவே (AT)*Y= a (T*y) 
அதாவது (a T)*= x (T*) 


இடர்‌ பரு 8 உழ டட 
=(T,(T,x),y 
க, T59 
= AAS V3 
எனவே (TT,*y=(T*T,5)y 
அதாவது ஒட்ட என தடு 





(4) (கர்ப்‌ டு 
- (730 
= (Ty. x) 
= (x, Ty) 
எனவே a+" y = Ty 
அதாவது T**=T 


(5) சமன்பாடு (3)- ன்‌ படி || 1* ||| 1 |. . இதில்‌ 1-க்குப்‌ பதிலாக '1* -ஐ பிரதியிட 


|| =| **|<||* || எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 
அதாவது 1: || 1 T*|.. எனவே | ₹ | ௪ | T*|]. 
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(6) IT* TISIT*INTNFIT INT | 


IT |’ 
அதாவது IT* TINT I. 
மேலும்‌ IT x1°=(Tx,Tx)=(T*Txy)<IT* TxillllxI<IT* TI |x’ 
அதாவது ॥ Tx <1 717] 
இவற்றிலிருந்து I TI®<IT*T| 
எனவே மை அ 2 


தன்‌ இணைபுச்‌ யலி 

H என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ & என்ற செயலி 
A* = A என்ற கட்டுப்பாட்டை நீறைவு செய்யுமானால்‌ அது தன்‌ கணைபுச்‌ யல்‌ 
(Self adjoint operator) எனப்படும்‌. 


கேற்றம்‌ 17.3 

2(H)- ல்‌ உள்ள அனைத்துத்‌ தன்‌ இணையுச்‌ செயலிகள்‌ கணம்‌ 4(11)-ல்‌ மூடிய 
மெய்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி ஆகும்‌. எனவே அது ஒரு மெய்‌ பானக்‌ வெளி ஆகும்‌. 
நிறுவல்‌: A,,A, என்பன தன்‌ இணைபுச்‌ செயலிகள்‌ என்க. எனவே A,*=A,,A,*=A, 
இவற்றிலிருந்து ௦ , [3 மெய்யண்கள்‌ எனில்‌ 

(A, +PA,)* - a Aj + றி A,* 

= oA, + BA, 

எனவே ௦ A, * 8 A, ஒரு தன்‌ இணைபுச்‌ செயலி ஆகும்‌. இவற்றிலிருந்து அனைத்துத்‌ 
தன்‌ இணைபுச்‌ செயலிகள்‌ 3(H)-ன்‌ ஒரு நேரியல்‌ உள்வெளி ஆகும்‌. 


மேலும்‌ {4 என்பது தன்‌ இணைபு செயலிகளின்‌ காசி தொடர்வரிசை என்க. 
அது 4-ல்‌ குவிவதாக எடூத்துககொள்வோம்‌. இப்போது &-யும்‌ ஒரு இணைபுச்‌ செயலி 
என நீறுவவேண்டும்‌. இதற்காக 

Ja-A#sla-A,[+IA, A," 

= [AA +I(A, A)‘ 

௪|4-A,[*+[4, - கி 

க 24, "ச்‌ A 











+A, *-A*| 





இங்கு A, ௯ A. எனவே க& - A* ௯ 0. அதாவது A = A* 


கேற்றம்‌ 17.4 

A A, என்பன 11-ன்‌ மீது தன்‌ இணைபுச்‌ செயலிகள்‌ எனில்‌, இவற்றின்‌ 
பெருக்கல்‌ &,&, தன்‌ இணைபுச்‌ செயலியாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ 
போதுமான கட்டுப்பாடு A A. = ALA, 
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நீறுவல்‌: & 4, - A,A, என எடுத்துக்காள்வோம்‌. இப்போது கேடு இந்துக்‌ ௧ ௩ 
- A,A, அதாவது (A,A,)* க &&, எனவே & க. ஒரு தன்‌ இணைபுச்‌ செயலி ஆகும்‌. 
மறுதலையாக, & &, ஒரு தன்‌ இணைக்‌. செயலி என்க. அதாவது 
(AA 5 AjA, 
=> A,*A*FA,A. 
SAA எக்க 


தேற்றம்‌ ய. 
1-என்பது 11-ன்‌ மீது ஒரு செயலி, %-ன்‌ லை மதிப்புகளுக்கும்‌ (Tx, x)= 0 
எனில்‌ 1 ௪ 0 


நீறுவல்‌ 
1௪ 0 என நீறுவுவதற்கு முன்பு (13) - 0 என நிறுவவேண்டும்‌. ௦, 8 என்பன 
மெய்புனை எண்கள்‌ என்க. 

((ox + By).ox + By)—|ol (Tx,x)—|| (Ty. y) = aB(Tx, y)+af(Ty,x) - (4) 
௦, 8 வின்‌ அனைத்து மதீப்புகளுக்கும்‌, சமன்பாடு (4)-ன்‌ இடதுபுறம்‌ பூச்சியமாகும்‌. 
எனவே வலதுபுறமும்‌ பூச்சியமாகும்‌. | ப்‌ 
அதாவது ௦ ரீ (12-9- ஏ0(%.ஐ-0 ௬ 


௦ ௪ 1, = 1 என (5)-ல்‌ பிரதியிட (Tx,y)+(Ty.x)= 0 - (6) 
௦-1, 8-1 என (5)-ல்‌ பிரதியிட, 1 (1X, y)-—i(Ty,xX)=0 a) 


சமன்பாட (7)-ஐ 1-ஆல்‌ வகுத்து (6)-உடன்‌ கூட்டூம்‌ போது 2(T%,)) “0 எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 
எனவே (1303) = 0. இங்கு 1 ஒரு செயலி, எனவே )-க்குத்‌ தகுந்தாற்‌ போல்‌ % என்ற 
திசையன்‌ 11- ல்‌ 15:53 என்றவாறு இருக்கும்‌. 


ஆகவே (Ix,y)=—0 

— (Ix. நடு 

ஆஅ 1111-10 

1-0 இத்துடன்‌ தேற்றம்‌ நிறைவுறுகிறது. 
தேற்றம்‌ 17.6 


H என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ மீது உள்ள செயலி 7 ஒரு தன்‌ ஷ்ஷ்‌ 
செயலியாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டூப்பாடூ -ன்‌ த்‌ கு 
மதீப்புகளுக்கும்‌ (T,X) ஒரு மெய்யெண்‌ ஆகும்‌. 
நீறுவல்‌: 7 ஒரு தன்‌இணைபுச செயலி என்க. (7%, (Tx,x) = (x; A= 6. T*x) = (Tx, x) 
இவற்றிலிருந்து (71%, 2) மெய்யண்‌ என்பது தெளிவாகிறது. மறுதலையாக %- ன்‌ 
அனைத்து மதிப்புகளுக்கும்‌ (1%, 5) ஒரு மெய்யெண்‌ என்க. அதாவது (1%,%)  (7%,x) - 
(7 * *£) *(T*%,*) அல்லது ([1 -1*] 0-0: தேற்றம்‌ 17.5- ன்‌ படி 7 - 1* ௪ 0 எனவே 
1 £ 1* ஆதலால்‌ 7 ஒரு தன்‌இணைபுச்‌ செயலி. 
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இந்தத்‌ தேற்றத்திலிருந்து அனைத்துத்‌ தன்‌ இணைபுச்‌ செயலிகளின்‌ கணத்தில்‌ 
வரிசைத்‌ தொடர்பு (Order relation) வரையறை செய்ய முடிகிறது. அதாவது 4,4, என்ற 
இரண்டு தன்‌ இணையுச்‌ செயலி, அனைத்து %-களுக்கும்‌ (A,X, ):உ (A, xox} 
என்றிருக்குமாயின்‌ இதனை 4, ₹ A, என எழுதலாம்‌. இந்தத்‌ தொடர்பு பற்றிய 
முக்கியமான அடிப்படைத்‌ தன்மைகளை அடுத்து வரும்‌ தேற்றத்தீல்‌ காணலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 17.7 

H என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ மீது வரையினை செய்யப்படும்‌ அனைத்து தன்‌ 
இணைபுச்‌ செயலிகளுடைய மெய்‌ பானக்‌ வெளி, ஒரு பகுதி வரிசைப்படுத்தப்பட்ட 
கணம்‌ (Partially ordered set) ஆகும்‌. இதன்‌ நேரியல்‌ கட்டமைப்பு மற்றும்‌ வரிசைக்‌ 
கட்டமைப்பு (ன 5ரபCtபாe) கீழ்க்கண்ட தன்மைகனால்‌ தொடர்புபடூத்தப்பட்டுள்ளது. . 

(1) A, A, எனில்‌, ஒவ்வொரு க்கும்‌ A +A<Aஆ+A ஆகும்‌ 

2) A, <A, மற்றும்‌ ௦ 2 0 எனில்‌ ௦ A, 20 A, ஆகும்‌ 


நீறுவல்‌: தன்‌ இணைபுச்‌ செயலிகளில்‌ உள்ள தொடர்பு தற்சுட்டூ (1₹611௦4/6) மற்றும்‌ 
உருமாற்று (ராகா!) ஆகிய தன்மைகளை நிறைவு செய்யும்‌ என்பதை எளிதில்‌ 
காணலாம்‌. நாம்‌ இப்போது இந்தத்‌ தொடர்பு எதிர்சமச்‌ சீர்மை (Atருறற&ாரட) யுடையது 
என நிறுவ வேண்டும்‌ 4, A, மற்றும்‌ &, A, எனில்‌, ஒவ்வொரு க்கும்‌ 
([&,-&,],20)-0 ஆகும்‌ 


தேற்றம்‌ 17.5-ன்படி &,-&,-0 அல்லது க, - &, 
மேலும்‌ A, ௩A, எனில்‌, ஒவ்வொரு ௩-க்கும்‌ 
(Ax (A, x,X) > (A, x,X) +(Ax,X) (A, 3020) + (AX, X) 
= ([A, + A] xx) < (IA, +A] XX) 
ஆகம்‌ பக்க +A 


இதேபோல க்‌. 5 4, எனும்‌ போது 04, 04,,0 2 0 எனவும்‌ நீறுவலாம்‌. 


தன்‌ இணைபுச்‌ செயலி 4 என்பது 4 2 0 எனும்‌ போது நேச யல்‌ (Positive 
operator) எனப்படும்‌. அதாவது (A, %) 2 0 எண்‌ போது A என்பது நேர்மச்‌ செயலி 
எனப்படும்‌. 


கேற்றம்‌ 1 7.8 | 
| A என்பது 11-ன்‌ மீது நோமச்‌ செயலி எனில்‌, 1 +. ஒருமையல்லாத (1௦௦ ட 


செயலி ஆகும்‌. குறிப்பாக, 11-ன்‌ மீது உள்ள ஏதாவது ஒரு செயலி 1-க்கு 1 + 1*1 மற்றும்‌ 
[ + TT* என்பன ஒருமையல்லாத செயலி ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: முதலில்‌, 1 4+ A என்பது H-லிருந்து H-க்கு ஒன்றுக்கு ஒன்று தொடர்புடைய 
சார்பு என நிறுவ வேண்டும்‌. அதற்காக, (114) =0 5 AX=-X 
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2 (Ax, x) = (xx) = - |x| 

அதாவது - || x 2 = (Axx) 2 0 > x=0 
இவற்றிலிருந்து (144% (கு 

— 0 (xy) =0 

> X= Y= => EY 
அடுத்ததாக 1 4 A-ன்‌ வீச்சு (ange) ), மூடியது (10500) என நீறுவ வேண்டும்‌. இப்போது 
| (+A) ||? = |x ||2 +A x ||? + 2 (Axx). இங்கு A நேர்மச்‌ செயலி, எனவே, 
| ௬1 & || (1 + A) x |. இந்த சமனிலியிலிருந்து M முழுவெளி (Complete space) என 
நிறுவலாம்‌. ஆனால்‌ இங்கு 11 என்பது முழுவெளி. எனவே 1/4 என்பது மூடிய வெளி 
ஆகும்‌. நாம்‌ இந்த நிறுவலை KM - 11 என முடிக்க வேண்டும்‌. அவ்வாறில்லையெனில்‌ 
ட என்ற பூச்சியமல்லாத திசையன்‌ 1/4-க்குச்‌ செங்குத்தாக இருக்கும்‌. இது (2, (1 + A) 5) 
=0 5 ||%, |? = - (Ax, %,) 202 x, 0 என்பதற்கு முரண்பாடாகும்‌. இத்துடன்‌ தேற்றம்‌ 
நீறைவுறுகிறது. 


பயீற்சீக்‌ கணக்குகள்‌ 
(1) (H)-லிருந்து 2(H)-க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ இணைபுச்‌ செயலி ஒன்றுக்கு 
ஒன்று தொடர்புடைய மேல்‌ சார்பு (One to one onto map) என நிறுவுக. 


(2) || Tர* -| 1॥ என நிறுவுக. 
18. யல்‌ மற்றும்‌ அலகு நீலை எச௪யல்‌ (Normal and Unitary Operator) 


H என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ வரையறை செய்யப்படும்‌ செயலி N என்பது 
NN*=N*N எனும்‌ போது கயல்‌ யல்‌ (Normal operator) எனப்படும்‌. இது தொடர்பான 
மிகவும்‌ அடிப்படையான சில தன்மைகள்‌, (அதாவது பின்னால்‌ தேவைப்படுகிற, பற்றி 
இந்தப்‌ பகுதியில்‌ காண்போம்‌. ஒவ்வாரு தன்‌இணைபுச்‌ செயலியும்‌ இயல்‌ செயலி 
ஆகும்‌. மேலும்‌ ௦ என்பது ஒரு அளவன்‌ எனில்‌ ௦31 என்பதும்‌ ஓர்‌ இயல்‌ செயலி ஆகும்‌. 


கேற்றம்‌ 18.1 
1.) என்பது இயல்‌ செயலிகளின்‌ தொடர்வரிசை, ௩௯ எனும்போது 1, -?.N 
எனில்‌, 11 என்பதும்‌ ஒரு இயல்‌ செயலி. 
நீறுவல்‌: (11) இயல்செயலிகளின்‌ தொடர்வரிசை, எனவே 14, 14 * - 117 N, 
இப்போது || NN* - N* N|| = || NN*- NN,* + N, N,* = NN, + NAN, 11811] 
<[INN*- NN,* | + | NAN, - NAN, II + மம N*N|| 
<|INN*- NN,* || +IN,* N, - N* NI 0 
எனவே NN* = NN. 
இந்தத்‌ தேற்றத்திலிருந்து அடுத்தத்‌ தேற்றம்‌ நீறுவப்படூகறது. 
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தேற்றம்‌ 18.2 

11-ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ அனைத்து இயல்‌ செயலிகளின்‌ கணம்‌ 
£(1)- ல்‌ மூடிய உட்கணமாக இருக்கும்‌. இது அனைத்துத்‌ தன்‌ இணைபுச்‌ செயலிகளின்‌ 
கணத்தை உள்ளடக்கியிருக்கும்‌. 


தேற்றம்‌ 18.3 

[]-ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ இயல்‌ செயலிகள்‌ 14, மற்றும்‌ 11,, ஒன்று 
மற்றொன்றின்‌ இணைபுச்‌ செயலியுடன்‌ பரிமாற்று விதியை நீறைவு செய்யுமாறு 
இருக்குமானால்‌ 14 - N, மற்றும்‌ 141 14. -ம்‌ 'இயல்‌ செயலிகளாயிருக்கும்‌. 


நீறுவல்‌: 14, 11, என்ற இயல்‌ செயலிகள்‌ 11-ன்‌ மீது N,N,* = N.*N, ஒய்‌ 1 
என்றவாறு இருக்கும்‌ என்க. இப்போது 
(N,*N,) (N,N) இரிய) (NEN) 
=NN*INN*TNN SENN 
மற்றும்‌ (NAN EN EEN) = OLS ENG (NENG) 
© NN, NT N, ப்‌ N,* INNS ம. 
இவற்றிலிருந்து (N,*N,) (N,+N,)* = (N,+N,)* (N,N) 
எனவே N,*N, ஓர்‌ இயல்‌ செயலி ஆகும்‌. 


மேலும்‌ (131) N;N,)* =. N,N, N,* N,*) 
= N= NNN DN NNN 
யு N,*N,*N, N= மடமட) 
எனவே 14 11, ஓர்‌ இயல்‌ செயலி ஆகும்‌. 


வரையறைப்படி .& -என்ற தன்‌ இணைபுச்‌ செயலி &* ௬ ௪A என்ற சமனியை 
(Equiality) நிறைவு செய்கிறது. தன்‌ இணைபுச்‌ செயலியின்‌ பெரும்பாலான தன்மைகள்‌ 
இந்தச்‌ சமனியைச்‌ சார்ந்திருக்கவில்லை. ஆனால்‌ |&*530|-- [14% || என்ற பலமில்லாத 
சமனியைச்‌ சார்ந்திருக்கும்‌. இது போன்ற தன்மைகளை இனிவரும்‌ தேற்றங்களில்‌ 
காணலாம்‌. ்‌ 


தேற்றம்‌ 18.4 
[1-ல்‌ 1 என்ற செயலி இயல்செயலியாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ 
போதுமான கட்டூப்பாடூ ஒவ்வொரு %-க்கும்‌ || 1*% || ௪ || 10] ஆகும்‌. 


நிறுவல்‌: | *-| 0] al T*xI2=1 Tx’ 
ஆடிட. 129 
ஆ (]1*30--([*16024) 
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eS (CTT ESTED 2-0 
ஆ TIT*-T*T=0 

eS SLE = EFT 

௯ 1 என்பது இயல்‌ செயலி. 


தேற்றம்‌ 18.5 
H - ல்‌ என்பது இயல்‌ செயலி எனில்‌. || 2||= | 1 ॥2 ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: தேற்றம்‌ 18.4 ன்‌ படி H - ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு % -க்கும்‌ 
IN’x || = [NN x [|= || N*Nx | 

இவற்றிலிருந்து IN| =1IN*N1|. தேற்றம்‌ 17.2-ன்‌ படி 
IN*NIl=|IN ||’. எனவே ||N’|=|IN | 


1 என்பது 11 -ன்‌ மீது ஏதாவது ஒரு செயலி எனில்‌, 1* என்பது அதன்‌ இணைபுச்‌ 
செயலி. 4, - (1+1*)/2 மற்றும்‌ A= (T - T*)/2i என்க. A, சீ, என்பன தன்‌ இணைபுச்‌ 
செயலி என்பதை எளிதில்‌ நீறுவலாம்‌. மேலும்‌ 7 ட AC என்ற தன்மையுடையது. 
இங்கு க, , 4, என்பன முறையே 1-ன்‌ மெய்‌, கற்பனைப்‌ பகுதியாகும்‌. 


தேற்றம்‌ 18.6 

H-ன்‌ மீது 1' என்பது ஒரு செயலி. 7 இயல்‌ செயலியாக அமையத்‌ தேவையான 
மற்றும்‌ போதுமான கட்டூப்பாட அதன்‌ மெய்‌ மற்றும்‌ கற்பனைப்‌ பகுதிகள்‌ பரிமாற்று 
தன்மையுடையதாகும்‌. 


நீறுவல்‌: A,.A, என்பன 1-ன்‌ மெய்‌ கற்பனை பகுதிகள்‌ எனில்‌, 
T= A,*1A,,1*=A,-i4, ஆகும்‌. இப்போது 
TT* (கேந்தி) (Aj-1A,) fA +A2+i(A,A,-A,A,) 
1*T=(A,-1A,)(A+iA,)=A2+A2°+i(A,A,-AA,) 
இவற்றிலிருந்து A, A,* க.க எனும்‌ போது ரர* -*ர என்பது தெளிவாகிறது. 
அதாவது A,A, - A, 4, எனும்‌ போது 7 ஒரு இணைபுச்‌ செயலி ஆகும்‌. 


மறுதலையாக, மேலே கூறப்பட்டவையிலிருந்து 
TT* = T*T எனும்‌ போது 4, கக கி இ A.-AA, 
ஆகையால்‌, 24. A,ஈ 24,4, எனவே A, A, = AA, 


[1-ன்‌ மீது பU* ௪ ப*ப 1 என்றவாறு உள்ள ப என்ற செயலி அலகு நிலை 
(Unitary) செயலி எனப்படும்‌. வரையறைபடி அலகு நீலை செயலி ஓர்‌ ஒருமையல்லாத 
(Non-singular) செயலி ஆகும்‌. இதனுடைய எதீர்மாறு செயலிகள்‌ அதன்‌ தன்‌இணைபுச்‌ 
செயலிகளுக்கு சமமானவையாகும்‌. இதனுடைய வடிவியல்‌ தன்மைகள்‌ அடுத்த 
தேற்றத்தில்‌ காணலாம்‌. 
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தேற்றம்‌ 18.7 

॥-ன்‌ மீது [என்பது ஒரு செயலி. எனில்‌, கீழே கொடூக்கப்பட்டூள்ள கட்டுபாடுகள்‌ 
ஒன்றுக்கு ஒன்று சமமானவையாகும்‌. 

1) T*T=l 

2) அனைத்து ௩;  - களுக்கும்‌ (1%, 1) = (63) 

3) அனைத்து: களுக்கும்‌ [1:4-15ம. 


நிறுவல்‌: (05 (2). T*T=1 என்க. 
எனவே (T*Tx,y)=(x,y)>(Tx,Ty)=(x,y)- 
(2) அ (3) (1௩.1) ஈ (%,ர) என எடூத்துக்கொள்வோம்‌ 
) = எனில்‌, (T%,Ty) = ஜே) II Tx IP = [xP 
>| Tx|l=Ilxl 
(3) > (0 [T= = ITx IP =I xi 
> (Tx,Tx)=(x,x)>(T*,Tx) (XX) 
> ([T*TI]x,x)=0 
IESE 


தேற்றம்‌ 18.7-ல்‌ அலகுநிலைச்‌ செயலி நிறைவு செய்யும்‌ தன்மை (3) 
சமயாப்புள்ள சம ஒப்புமைச்‌ சார்பின்‌ வரையறையாகும்‌. அதாவது ஒரு அலகுநீலைச்‌ 
செயலி சமயாப்புள்ள சம ஒப்புமைச்‌ சார்பாகும்‌. ஆனால்‌ சாமயாப்புள்ள சம ஒப்புமைச்‌ 
சார்புகள்‌ யாவும்‌ அலகுநிலைச்‌ சார்பாக இருக்க வேண்டிய அவசியம்‌ இல்லை. 
எடுத்துக்காட்டாக 1_-ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ T{x, ட தி த ல ] என்ற 
செயலி சமயாப்புள்ள சமஒப்புமைச்‌ சார்பு. ஆனால்‌ அலகுநிலைச்‌ சார்பல்ல. 


இவ்வற்றிலிருந்து கீழே கொடுக்கப்பட்டூள்ள தேற்றம்‌ உருவாக்கப்படுகின்றது. 


தேற்றம்‌ 18.8 

H-ன்‌ மீது செயலி. 1' ஒரு அலகுநிலைச்‌ செயலியாக அமையத்‌ தேவையான 
மற்றும்‌ போதுமான கட்டுப்பாடு 1' என்பது 11- லிருந்து 11-க்குச்‌ சமயாப்புள்ள 
சமஒப்புமைச சார்பு ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: 1 ஒரு அலகு நிலைச்‌ சார்பு என்க. எனவே வரையறைப்படி T ஒரு 
மேல்கோர்த்தல்‌ சார்பு ஆகும்‌. மேலும்‌ தேற்றம்‌ 18.7-ன்‌ படி ஒவ்வொரு ௩% -க்கும்‌ 
[160] = || என இருக்கும்‌. எனவே 7 சமயாப்புள்ள சம ஒப்புமைச்‌ சார்பு ஆகும்‌. 


மறுதலையாக 1 என்பது சமயாப்புள்ள சமஒப்புமைச்‌ சார்பு என்க. எனவே 
1-க்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ 7-'இருக்கும்‌. தேற்றம்‌ 18.7-ன்‌ படி T*T = 1 ஆதலால்‌ 
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(1*T)T “ரர அல்லது 1*-7-, எனவே T*T - 171*-1. ஆகவே 1 என்பது அலகு 
நிலைச்‌ சார்பு ஆகும்‌. 


19. வீமுல்‌ (Projection) 

பகுதி 4ல்‌ கொடுக்கப்பட்டுள்ள வரையறைப்‌ படி பானக்‌ வெளி B-ன்‌ மீது வீழல்‌ 
என்பது தன்னடுக்குச்‌ (1420001210) செயலி ஆகும்‌. அதாவது ற? - ஓ . அந்தப்‌ பிரிவில்‌ 
ஒவ்வொரு வீழலும்‌ B-ல்‌ இரண்டு மூடிய உள்வெளிகளைக்‌ கண்டுபிடிக்கப்பட்டதை 
அறிவோம்‌. அதாவது % - ர N என்றவாறு -ன்‌ வீச்சு. M மற்றும்‌ வெற்றுக்கணம்‌ 
11 என்பன அந்தச்‌ சோடி கணங்களாகும்‌. மறுதலையாக M,N என்ற ஒரு சோடி மூடிய 
உட்கணங்கள்‌, வீழல்‌ ஒ-ன்‌ வீச்சு 1,/-ஆகவும்‌ வெற்றுக்கணம்‌ 11-ஆகவும்‌ உள்ள வீழலை 
உருவாக்குகிறது. இந்த வழியில்‌ B-யின்‌ மீது உள்ள வீழலுக்கும்‌, 13-ஐ உருவாக்குகின்ற 
ஒரு சோடி மூடிய வெளிகளுக்கும்‌ இடையே ஒன்றுக்கு ஒன்று தொடர்பு இருப்பது 
தெளிவாகிறது. இந்தப்பகுதியின்‌ முதல்‌ தேற்றம்‌ வீழலின்‌ சிறப்பியல்பு பற்றியதாகும்‌. 


தேற்றம்‌ 19.1 

P- என்பது 11-ன்‌ மீது M-ஐ வீச்சாகவும்‌ N-ஐ வெற்று வெளியாகவும்‌ உடைய 
வீழல்‌. மேலும்‌ 14 1.1 ௮ P ஒரு தன்‌ இணைபுச்‌ செயலி. மேலும்‌ இந்த வகையில்‌ 
IN = NA 
நீறுவல்‌: என்பது வீச்சு மற்றும்‌ வெற்று வெளி உடைய 11-ன்‌ மீது வீழல்‌ ஆகும்‌. 
௩1 111 என்க. எனவே ப - ஓஒ N. எனவே H-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 2 ஐயும்‌ ஒரே ஒரு 
வழியில்‌ = X-4y,X 6 ந, € 11 எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. மேலும்‌ Pz - : இப்போது 


(Pz, 2) = (x, z) 
= (x,x+y) 
= (xx)+ (x,y) 
எனவே (PZ, z) = (KX, X) 
மேலும்‌ (P*Z,z) = (z,Pz) =(Z,X) 
= (x+y, X) 
= (x, Xx) (20) 
எனவே (P*Z,z) = (XX) 
இவற்றிலிருந்து (Pz, 2)=(P*2,),z€H எனக்‌ கிடைக்கும்‌. எனவே P ௪ P*. அதாவது 
வீழல்‌ 1? என்பது தன்‌ இணையுச்‌ செயலி. 


மறுதலையாக 7 - 1* என எடுத்துக்கொள்வோம்‌. மேலும்‌ X € M, y € N எனில்‌ 
(X,Y) ~ (Px;y) = (x,P*y) = (x,Py) = 00) = 0 இவற்றிலிருந்து M 1 N என்பது 
நிறுவப்படுகிறது. இறுதியாக 11 - )M“ என நிறுவவேண்டூம்‌. இங்கு 14 1 14 எனவே 
1.11, xeM அதனால்‌ 11 )-. இங்கு N என்பது 14” ன்‌ முறையான உட்கணமாக 


72 சார்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 


இருக்குமானால்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ 2, என்ற பூச்சியமில்லா திசையன்‌ 2, N 
என்றவாறு Mஃ-ல்‌ இருக்கும்‌. 2,கM* ஆதலால்‌ 2, 14. எனவே 2,  ) * N. மேலும்‌ 
H=MON என்பதால்‌ 2 -_11. இது ஒரு முரண்பாடாகும்‌. எனவே N - M-. 


மேலே உள்ள தேற்றத்தின்‌ படி 11-ன்‌ மீது உள்ள வீழல்‌ ஒ-யின்‌ வீச்சு மற்றும்‌ 
வெற்று வெளி செங்குத்தாக இருப்பதால்‌ சில நேரங்களில்‌ இந்த வீழல்‌ செங்குத்து வீழல்‌ 
(Perpendicular Projection) எனவும்‌ அழைக்கப்படும்‌. ஹில்பர்ட்‌ வெளிக்‌ கோட்பாட்டில்‌ 
எடூத்துக்கொள்ளப்படும்‌ ஒரே வீழல்‌ செங்குத்து வீழல்தான்‌. ஆனால்‌ எப்போதுமே 
.. செங்குத்து வீழலை, வீழல்‌ என்றே குறிப்பிடப்படும்‌. தேற்றம்‌ 19.1-ன்‌ படி என்ற 
செயலி, P* = 1 மற்றும்‌ P2 = £ என்ற கட்டுப்பாடுகளை நிறைவு செய்யுமானால்‌ அது 
வீழல்‌ எனவும்‌ வரையறை செய்யலாம்‌. செயலி 0 மற்றும்‌ 1! என்பன வீழல்களாகும்‌. 


[1-ன்‌ மீது ஒவ்வொரு வீழலுக்கும்‌ அதனுடைய வீச்சு M={Px:xX eH} ஒரு 
மூடிய நேரியல்‌ உள்வெளி ஆகும்‌. மறுதலையாக ஒவ்வொரு மூடிய நேரியல்‌ வெளி 
M-க்கும்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ 1 என்ற வீழலின்‌ வீச்சு M ஆகவும்‌ 
P(x +y)=x,xeM,y eM" எனவும்‌ இருக்கும்‌. 


கேற்றம்‌ 19.2 
P என்பது M-ன்‌ மீது வீழல்‌ ௮ 1 - 1 என்பது Mஃ-ன்‌ மீது வீழல்‌. 


நீறுவல்‌: என்பது 14 -ன்‌ மீது வீழல்‌ என்க. அதாவது ஒ* = 1 P° = ந நாம்‌ இப்போது 
| - என்பது M'-ன்‌ மீது வீழல்‌ என நிறுவ வேண்டும்‌. அதற்காக 
ரூ பம) 
1-2.” 
1 
மேலும்‌ (1-P)* =1*-P*=]1-P 
எனவே, 1- என்பது ஒரு வீழல்‌. 
N என்பது 1 - 1-ன்‌ வீச்சு எனில்‌ 14 - )M* என நிறுவவேண்டும்‌. 
xeN>(I-P)x=x 
=> xX-PX=X 
—> Px.= 0 
எனவே ௧K”. அதனால்‌ Nc M- 
மேலும்‌ ௬௧K) என்க. ஆதலால்‌ Px=05 X-Px=kx 
—> (1=P)x =x 
எனவே x என்பது 1 - P -ன்‌ வீச்சில்‌ இருக்கும்‌. 
அதாவது XN. எனவே 14” க . இவற்றிலிருந்து ௬ ௪ 4*. ஆகவே MN)” -ன்‌ மீது 1-7 
ஒரு வீழல்‌ ஆகும்‌. 
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மறுதலையாக, ] _ ஓ என்பது “ன்‌ மீது வீழல்‌ என்க. எனவே 1- (1- 1) என்பது 
Mi KM-ன்‌ மீது வீழல்‌ ஆகும்‌. அதாவது? என்பது M-ன்‌ மீது ஒரு வீழல்‌ ஆகும்‌. 


7 என்பது H-ன்‌ மீது ஒரு செயலி. ) என்பது H-ன்‌ மூடிய நேரியல்‌ உள்‌வெளி. 
T(M) உ ) எனும்‌ போது 14 என்ற மூடிய நேரியல்‌ வெளி 1-யினால்‌ மாறாதது 


(In variant under T) எனப்படும்‌. 


M, M ஆகிய இரண்டு நேரியல்‌ உள்வெளிகளும்‌ 1- ஆனால்‌ மாறாதவை 
எனில்‌ 1 என்பது -ஆல்‌ சருக்கப்பட்டது (7'i5 reduced by M) ண்ட M என்பது 1- 
ஐச்‌ சுருக்குகிறது (14 ரஸ T) எனக்‌ கூறலாம்‌. 


இந்த வரையறைகளைப்‌ பயன்படுத்திக்‌ கீழே உள்ள தேற்றங்களை நீறுவலாம்‌. 


. தேற்றம்‌ 19.3 

[1 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி 14, செயலி 1-யினால்‌ 
மாறாததாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டூப்பாடூ வெளி M-, செயலி 
1*-யினால்‌ மாறாததாகும்‌. 


நீறுவல்‌: இங்கு = ) மற்றும்‌ T** = 7. ஆதலால்‌ சமச்சீர்‌ அடிப்படையில்‌ வெளி 
M செயலி 1-யினால்‌ மாறாதது எனில்‌, M- என்பது செயலி 1* யினால்‌ மாறாதது என 
நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. ர கK)* என்க. 1* ர என்பது M*-ல்‌ இருக்கும்‌ என 
நிறுவவேண்டூம்‌. அதாவது M-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு க்கும்‌ (௩,1*y) = 0 என 
நிறுவவேண்டும்‌. இங்கு (%,T*y) - (05). ஆனால்‌ ) என்பது . 1-யினால்‌ 
மாறாதவையாகையால்‌, (15) ஈ 0 ஆகும்‌. எனவே (%,1*)) ௪ 0 அதாவது 11” என்பது 
1*-யினால்‌ மாறாதாவையாகும்‌. 


முந்தைய வரையறை மற்றும்‌ தேற்றம்‌ 19.3-ன்‌ படி கீழ்க்கண்ட தேற்றத்தை மிக 
எளிதீல்‌ நீறுவலாம்‌. 


கேற்றம்‌ 19.4 
H என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ உள்ள 14 என்ற மூடிய நேரியல்‌ உள்வெளியால்‌ 


> 


1 சுருக்கப்படூவதற்குப்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டூப்பாடூ 11 என்பது 7 
மற்றும்‌ 1*-யினால்‌ மாறாதது. 


தேற்றம்‌ 19.5 

P என்பது 11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ உள்ள நேரியல்‌ உள்வெளி M-ன்‌ மீது 
வீழல்‌ எனில்‌, ) என்பது செயலி 1'-யினால்‌ மாறாததாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ 
போதுமான கட்டூப்பாடூ TP = PTP . 
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நீறுவல்‌: )M என்பது 7-யினால்‌ மாறாதது மற்றும்‌ % என்பது 11-ல்‌ ஏதாவது ஒரு 
திசையன்‌ என்க. எனவே 1514. ஆதலால்‌ 11%: eM. மேலும்‌ 11%- TPx eM. எனவே 
TP = PTP. மறுதலையாக TP = PTP என்க. 3614 எனில்‌, PX 618 ஆகும்‌. மேலும்‌ 
TX = TPx. அதாவது TX = TPx = PTPx eM. இவற்றிலிருந்து TX 214 . ஆகவே ) என்பது 
T -யினால்‌ மாறாததாகும்‌. 


தேற்றம்‌ 19.6 
M என்பது ஹில்பர்ட்‌ வெளி 11-யின்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி. 1-என்பது 14-ன்‌ மீது 


வீழல்‌. செயலி 1-ஐ 1 சுருக்குகீறது அ 11-17] 


நீறுவல்‌: 1-ஐ M)- சுருக்குகிறது என எடூத்துக்ககாள்வோம்‌. எனவே 14-என்பது 
1” மற்றும்‌ 1*-னால்‌ மாறாததாகும்‌. ஆகவே 12-71 மற்றும்‌ T*P = PT*P 
௨ TP=PTP மற்றும்‌ (T*P)* = (PT*P)* 
“>. SIP = PEP மறறும ரக 
ஆ TP=PITP மற்றும்‌ PT =PTP 
eR = PT 


நமது அடுத்த தேற்றம்‌ ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ இரண்டு மூடிய நேரியல்‌ 
உள்வெளிகள்‌ செங்குத்தாக இருப்பதற்கு வீழல்கள்‌ எவ்வாறு பயன்படுகின்றன 
என்பதை விளக்குகின்றது. 


கேற்றம்‌ 19.7 
H-என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ இரண்ட நேரியல்‌ உள்வவளிகள்‌ 1, 11 மீது 
முறையே ஒ, வீழல்கள்‌ எனில்‌, MLN <& PQ =0 ௯ QP = 0. 


நீறுவல்‌: இங்கு £,0 என்பன முறையே 14, N-ன்‌ மீது வீழல்கள்‌. எனவே P* = மற்றும்‌ 
0*-Q. மேலும்‌ PQ-0அ (PQ)*-05Q*P*-05Qஒ=0. இவற்றிலிருந்து 
M | NPQ =0 என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. 


M 1 N என எடுத்துக்கொள்வோம்‌. எனவே N ௨ 14”. H-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 
க்கும்‌ 624 அதாவது 0% 61”. இவற்றிலிருந்து PQ% = 0, எனவே PQ ஈ 0. 


மறுதலையாக PQ - 0 என்க. எனவே N-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு க்கும்‌ 
Px = PQx = 0. ஆதலால்‌ N  M‘ எனவே )M LN. 


இந்தத்‌ தேற்றத்திலிருந்து ௦ - 0 எனில்‌ , என்ற வீழல்கள்‌ எசங்குத்தான 
வீழல்கள்‌ எனப்படும்‌. 
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இந்தப்‌ பகுதியின்‌ இறுதித்‌ தேற்றம்‌, வீழல்களின்‌ கூடுதல்‌ ஒரு வீழல்‌ 
என்பதையும்‌ அதற்கான கட்டுப்பாடுகளையும்‌ விளக்குகிறது. 


தேற்றம்‌ 19.8 

ஹில்பர்ட்‌ வெளி 11-ன்‌ மூடிய நேரியல்‌ உள்வெளிகள்‌ 14, 18, 14.......... M 
ஆகியவற்றின்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ வீழல்கள்‌ முறையே, P., P, .....௪, எனில்‌ 
p=P,+P,+P,+.......* P, என்பது M ௪ M, + M, + M+ ........ர KM, -ன்‌ மீது வீழலாக 
அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டூப்பாடூ 1 -& ] எனும்‌ போது P,P = 0 
ஆகும. | 


நிறுவல்‌: இங்கு ஒவ்வொரு 1” -யும்‌ வீழல்‌. எனவே 7-1 மற்றும்‌?*-1,1-1,2...... 1] 


மேலும்‌ P* = (P+ P,+.....P)*=P,*+P,*+.....+P* 
-P+P,+.....P. 
=F 
அதாவது P* =p 
1 *] எனும்‌ போது PP - 0 என்க. 
p2 = (P+P+....+P ) (P+ P+.......+P ) 
-p2+P2+.....P2=P+P,+P=P 
அதாவது . 1?- 1. எனவே ஒ என்பது ஒரு வீழல்‌. மறுதலையாக 1 என்பது 11-ன்‌ மீது 
வீழல்‌ என்க. எனவே (PZ, 2) = (72, 2) | 


= (Pz, P*z) = (Pz, Pz) =|Pz|’ 
(- என்பது 1. -ன்‌ வீச்சில்‌ இருக்கும்போது ஒ ௬ = %. ஆதலால்‌ 


l* = lal? = 3p’ = 273) 


Jl 
= (Px,x)"P,x,X)+..... HP XX) 
=-CPi+BylioctP:)35 8) 
= (Px,x) 
ஜி] 5]2வ]1- 


இவற்றிலிருந்து > lps] -|P;x|' . மற்றும்‌ ॥ எனும்போது || ௪% |- 0 ஆகும்‌. இதன்‌ 
பொருள்‌ 1), -ன்‌ வீச்சு 1- னுடைய வெற்று வெளியில்‌ இருக்கும்‌. அதாவது ஒவ்வொரு 
1*1-க்கும்‌ 4, ௨), ,1 * எனும்‌ போது 14, 1 14, ஆகும்‌. முந்தைய தேற்றத்தின்படி 
P-கள்‌ அனைத்தும்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தானவை ஆகும்‌. அதாவது ] * 1 எனும்‌ 
போது P,P. = 0. இறுதியாக ? என்பது 14 -ன்‌ மீது வீழல்‌ என நீறுவ வேண்டும்‌. க) 
என்க. இங்கு %-%3...... x , XEM. 


பதி 
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= Pp] = Ih, If 


லல] தில அக்க. ॥ எனில்‌, 3:- என்பது P.-ன்‌ வீச்சில்‌ இருக்கும்‌ 
உர... கR(P), இங்கு R(P) என்பது P-ன்‌ வீச்சு. 
SD xeER(P) 
எனவே MEGR(P) 
மேலும்‌ XER(P) எனில்‌ (P, +P. +.. +P.) X=X 
ம கடட. LD? 
கி +M,+.....M 
—xeM 


எனவே £(P) c ). இவற்றிலிருந்து M = R (P). 


n 


பயிற்சீக்‌ கணக்குகள்‌ 
1) 1-என்பது 11-என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ மீது அலகுநிலைச செயலி (Unitary 


| =|] என்றவாறு உள்ள அளவன்கள்‌ ௦ , 8 எனில்‌ ௨1 4- 81 * என்பது 





operator), 


ஓர்‌ இயல்‌ செயலி. 


2) H-ன்‌ மீது 1' என்பது ஓர்‌ இயல்‌ செயலி மற்றும்‌ _என்பது ஒரு அளவன்‌ எனில்‌ 
T- 1 என்பது ஓர்‌ இயல்‌ செயலி ஆகும்‌. 


3) H - என்பது முடிவுறு பருமன்‌ கொண்ட ஹில்பர்ட்‌ வெளி எனில்‌, 11 -லிருந்து 11 -க்கு 
வரையறை செய்யப்படும்‌ ஒவ்வொரு சமயாப்புள்ள சமஒப்புமைச்‌ சார்பும்‌ அலகு 


நிலைச்‌ செயலி ஆகும்‌. 


4) H- என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ அனைத்து அலகு 
நிலைச்‌ செயலிகளும்‌ ஒரு குலம்‌ (Gர௦பற) ஆகும்‌. 


5) 1-ல்‌ உள்ள M,N என்ற இரண்டு மூடிய நேரியல்‌ உள்வெளிகள்‌ மீது முறையே P,Q 
என்பன வீழல்கள்‌ எனில்‌, வீழல்கள்‌ 104 வீழல்கள்‌ PQ = QP. 


6) P,Q என்பன முறையே H-னுடைய மூடிய நேரியல்‌ உள்வெளிகள்‌ M,N -ன்‌ மீது 
வீழல்கள்‌ எனில்‌, கீ ழ கொடுக்கப்பட்டவை ஒன்றுக்கொன்று சமமானவை என 
நறுவுக்‌. | ப | 

கு) ௬.௧ 
(a= 
(1) MeN 
(iv) PO=P 
(WRF =P 


|. * - ன்‌ ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும்‌ 





தமய UOC 


பகுத்‌ - 4. 


முடிவு பரிமாண நீறமாலைக்‌ கோட்பாடு 


(Finite dimensional spectral theory) 


ஹில்பர்ட்‌ வெளி ॥- ல்‌ 1-என்ற தெய்‌ ட ஆச | ர்‌ (1) 

என்றவாறு வரையறை செய்யப்படூகீறது. இங்கு A என்ற அளவன்‌ மதிப்புக்கு (1) -ஐ 
நிறைவுசெய்யும்‌ பூச்சியமற்ற திசையன்‌ என்பது 1-ன்‌ ஐகன்‌ திசையன்‌ (Eigen Vector) 
எனப்படும்‌. மேலும்‌ ?.-ன்‌ மதிப்பு ஜகன்‌ மதிப்பு (igen Value) எனப்படும்‌. ஒவ்வொரு 
ஐகன்‌ திசையனுக்கும்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ ஒரே ஒரு ஐகன்‌ மதீப்பு இருக்கும்‌. 
ஒவ்வொரு ஐகன்‌ மதிப்புக்கும்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ ஒன்று: அல்லது ஒன்றுக்கு 
மேற்பட்ட ஐகன்‌ திசையன்‌ இருக்கும்‌. வரையை பட பில்லு திசையன்‌ என்பது ஒரு 
பாறை திசையன்‌ ஆகும்‌. 


௩-என்பது -ன்‌ ஐகன்‌ மதிப்பு என்க. %-க்கு தகுந்தாற்போல்‌ உள்ள 1-ன்‌ 
அனைத்து ஐகன்‌ திசையன்கள்‌ பூச்சிய திசையனுடன்‌ இணைந்து உருவாகும்‌ கணம்‌ 
M- என்க. இங்குப்‌ பூச்சிய கய்‌, ஐகன்‌ மதிப்பு அல்ல என்பது குறிப்பிடததக்கது. 
எனவே M-என்பது ப 

மனக ப அண்டை அ (2) 
என்ற சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யும்‌ அனைத்து திசையன்களின்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. 
இதனை ஐகன்‌ வெளி (Eigen Space) எனவும்‌ அழைக்கலாம்‌. மேலும்‌, இது [1-ல்‌ மூடிய 
நேரியல்‌ வெளி என்பதை எளிதில்‌ நிறுவலாம்‌. M-என்பது 1[-யினால்‌ மாறாதவை 
என்பது வெளிப்படையானதாகும்‌. 


H-ல்‌ உள்ள ஒவ்வவாரு செயலி 7-க்கும்‌ ஐகன்‌ மதிப்பு உள்ளதா எனக்‌ 
கேட்கும்போது இல்லை என்றே பதில்‌ வரும்‌: எடூத்துக்காட்டாக /, என்ற ஹில்பர்ட்‌ 
வெளியில்‌ T%,,%.,........௪ (0, ௩,.....] என்றவாறு வரையறை செய்யப்படும்‌ 1- என்ற 
செயலி பூச்சியத்தைத்‌ தவிர வேறு எந்தத்‌ திசையன்‌ க்கும்‌ £0, X,, %......] - 4AX,; 
ட... ) என்று இருக்காது. இதன்‌ பொருள்‌ யாதெனில்‌ 1-க்கு ஐகன்‌ “மதிப்பு 
இருக்காது என்பதாகும்‌. 


கீழே சில கருதுகோள்களை எடுத்துக்கொள்வோம்‌. அவற்றின்‌ உண்மைத்‌ 


தன்மைகளைப்‌ பின்னர்‌ காணலாம்‌. 
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(ல 1 என்ற செயலி. , 7. ......... ௩, என்ற வெவ்வேறு ஐகன்‌ மதீப்புகளையும்‌ அதற்குத்‌ 


1222 
தகுந்தாற்போல்‌ உள்ள ஐகன்‌ வெளிகள்‌ M,; 74........ M -யும்‌ கொண்டவையாகும்‌. 


(DEM, 1... ॥ என்பன ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தானவையாகும்‌. அதாவது 
1] எனும்‌ போது ), 1 14. 


(௦) M, i = 1, 2,....॥ என்ற ஐகன்‌ வெளிகள்‌ 11-ஐ உருவாக்கும்‌. 


இந்தக்‌ கருதுகோள்களின்‌ உண்மைத்‌ தன்மையை ஆராய்வதற்கு முன்னர்‌ 
இதனால்‌ ஏற்படும்‌ விளைவுகளைக்‌ காணலாம்‌. 


கருதுகோள்‌ (௦) -ன்படி 11-14 + M, +.....M, 


கருதுகோள்‌ (6) -ன்படி14 14 ,12] எனவே 11-14, 9), இ.....K), அதாவது 
[1-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு திசையன்‌ ௩-யும்‌ % ௪ ௬,1 ௨. ஆ KEM, - (3) 
என ஒரே ஒரு வகையில்‌ எழுதலாம்‌. 


கருதுகோள்‌ (௮) -யின்‌ படி 1%- TX, 1%, *..... Tx, 


ய 8 சகட்ட. +A, - (4) 


- இந்த முடிவினை ஐகன்‌ வெளி 14. -ன்‌ மீது உள்ள வீழல்‌ P,-வாயிலாக 
விவரிக்கலாம்‌. தேற்றம்‌ 19.7-ன்‌ படி (b)-ஐ 1 4 ] எனும்‌ போது P. என்பன ஒன்றுக்கொன்று 
செங்குத்தானவை எனவும்‌ கூறலாம்‌. எனவே ஒவ்வொரு 1, ]-க்கும்‌ 14, 1. 14, எனில்‌ 
சமன்பாடூ (3) லிருந்து P.% = ௩, 


எனலாம்‌. இவற்றிலிருந்து 
IX RE Fosse 


நி லர்‌ es Px 
௫ ந ட்‌ 00 
அதாவது அணக... P. - (5) 


சமன்பாடு (4)- லிருந்து 11- உள்ள ஒவ்வொரு க்கும்‌ 
115 வதி 09, ல கய பட்‌ 7.2 

த பமா: 3 தி Nisa பதி க அ. 

(967 அவலது அவக ல 92% 
அதாவது ம ம்‌ த்‌ ஆ 2 - (6) 
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சமன்பாடூ (6) ல்‌ கொடுக்கப்பட்டூள்ள 1:-ன்‌ நேரியல்‌ சேர்க்கை(Linear combination) 
யானது 1-ன்‌ நீறமாலை கூறாக்கம்‌ (Spectral resolution) எனப்படும்‌. 
எப்பொழுதெல்லாம்‌ இந்தச சொல்‌ பயன்படூத்தப்படுகீன்றதோ அப்போதெல்லாம்‌ 
அனைத்து ], -களும்‌ வெவ்வேறானவை எனவும்‌ 1/- P,* P,+....P , P.-கள்‌ 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தானவை எனவும்‌ எடுத்துக்‌ கொள்ளலாம்‌. இந்த நிறமாலை 
கூறாக்கம்‌ ஒரே ஒரு வகையில்‌ இருக்கும்‌. 


செயலி 7 கட்டுப்பாடுகள்‌ (௮), (6) மற்றும்‌ (௦) -ஐ நிறைவு செய்யுமானால்‌ 1--க்கு 
நிறமாலை கூறாக்கம்‌ இருக்கும்‌ என்பதைப்‌ பார்த்தோம்‌. ஆனால்‌ 11-ல்‌ உள்ள 
ஒவ்வொரு செயலியும்‌ இந்தக்‌ கட்டுப்பாடுகளை நீறைவு செய்யும்‌ என நம்புவது மிகவும்‌ 
தவறானதாகக்‌ கூட அமையலாம்‌. எனவே  T-ன்‌ மீது எந்த விதமான கட்டூப்பாட்டைத்‌ 
திணிப்பது என்ற கேள்வி எழுகிறது. இந்தக கேள்விக்கு மிகவும்‌ எளிதில்‌ பதீல்‌ கூறிவிட 
முடியும்‌. அதாவது 7 ஒரு இயல்‌ செயலி (Normal Operator) யாக இருக்கும்‌ போது 1- 
க்கு நிறமாலைக்‌ கூறாக்கம்‌ இருக்கும்‌ என நீறுவுலாம்‌. இதற்காக , 
ர்‌ ப ௩,2, எனில்‌, 33 

TT*=(2P,F AP, கவு PARP வ ட ப. 
ப ட IP, + படக்க 5: | ்‌ ட. 

இதேபோல்‌, 11 1) [ம TIAL ம அவ 4). |, எனவும்‌ நிறுவலாம்‌. 


இவற்றிலிருந்து 11* = 1*7. இதனால்‌ Tஎன்பது ஒரு இயல்‌ செயலியாகும்‌. எனவே 11- 
ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு இயல்‌ செயலியும்‌ கருதுகோள்கள்‌ (8), (6) மற்றும்‌ (௦) -ஐ நீறைவு 
செய்யும்‌ என நிறுவினால்‌ செயலி T-க்கு நிறமாலைக்‌ கூறாக்கம்‌ இருக்கும்‌ என்பது 
தெளிவாகிறது: இந்தப்‌ பகுதியில்‌ நமது குறிக்கோள்‌ கருதுகோள்கள்‌ (௮), (0) மற்றும்‌: 
(௦) -ஐ நீறுவுவதேயாகும்‌. அவ்வாறு நிறுவப்படும்‌ தேற்றத்திற்கு நீடமாலைத்‌ தேற்றம்‌ 
எனப்படும்‌. I 


13 அணிகள்‌ (Matrices) 

நமது முதல்‌ நோக்கமே 11-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு செயலியும்‌ ஜகன்‌ மதிப்பைக்‌ 
கொண்டதாக இருக்கும்‌ என நீறுவதேயாகும்‌. இதை அடைவதற்கு முன்‌ அணிகளின்‌ 
கோட்பாடுகள்‌ பற்றிச்‌ சில அடிப்படை தன்மைகளைக்‌ காணலாம்‌. அணிகளின்‌ 
கோட்பாடுகள்‌ பற்றிப்‌ படிப்பவர்களுக்கு ஒரளவு அணிகளைப்‌ பற்றித்‌ 
தெரிந்திருந்தானும்‌ சில அடிப்படைத்‌ தன்மைகளைக்‌ கோடிட்டுக்‌ காண்பது 
அவசியமாகிறது. 


1] என்பது முடிவுறு பரிமாணமுடைய ஹில்பர்ட்‌ வெளி என்க. B = (6, 6, 
8) என்பது வரிசைப்படுத்தப்பட்ட அடிக்கணம்‌ (010220 Basis) எனில்‌, 11-ல்‌ உள்ள 
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ஒவ்வொரு தீசையனையும்‌ ஒரே ஒரு வகையில்‌ 6 -களின்‌ நேரியல்‌ சேர்க்கையாக 
எழுதலாம்‌. '1' என்பது 11-ன்‌ மீது ஒரு செயலி எனில்‌ 8-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு ௫. -யும்‌ 


le, = Ya,e, - (1) 


என எழுதலாம்‌. 
இந்த வகையில்‌ 7-யினால்‌ காணப்படும்‌ 1* எண்ணிக்கையுடைய அளவன்‌ 


௦, -யினால்‌ ஒரு அணியினை உருவாக்கலாம்‌. இந்த அணியானது அடிக்கணம்‌ 
B-க்கு தொடர்புடைய T-ன்‌ அணி எனப்படும்‌. இதனை [1] எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. 
அல்லது 1-க்குத்‌ தொடர்புடையாதலால்‌ [1 ],, எனவும்‌ குறிப்பிடலாம்‌. இந்த அணியினை 


|| i> ௬௨௨௯௧௯ 6, 
68) > ௦௪௯௭௯ A, 
int ri 3 (2) 
21 அரான்கல்‌ a, 


என்ற சதுர அணியாக எழுதலாம்‌. இங்கு ௭, என்பது 1 -வது நீறையும்‌ 1-வது நீரலும்‌ 
சந்திக்கும்‌ இடமாகும்‌. இந்த அணியினைச சுருக்கமாக [1] ௪ | ௮, ] எனவும்‌ எழுதலாம்‌. 
1௦. என்ற திசையனை ட ir earn ., ஆகியவற்றின்‌ நேரியல்‌ சேர்க்கையாக 
எழுதலாம்‌. இந்த நேரியல்‌ சேர்க்கையிலுள்ள கெழுக்கள்‌ அணி [1]-ன்‌ ]-வது 
நீரல்களாக அமையும்‌. 


ஒரு நீலையான அடிக்கணம்‌ - [e,, €., ........௪. }-ஐ பயன்படுத்தி H-ல்‌ உள்ள 
ஒவ்வொரு செயலி 7-க்கும்‌ [1] = [௮,,] என்ற அணியை உருவாக்கலாம்‌. 


இதனடிப்படையில்‌ 1 ௯ [1] என்ற சார்பை 1€, - 2 66, என வரையறைசெய்யலாம்‌. 


i=l 
பூச்சிய செயலிக்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ பூச்சிய அணி இருக்கும்‌. இதே போல 
முற்றொருமை செயலி(1பndity Operator) க்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ 1 என்ற முற்றாருமை 
0 115 ] 
அணி இருக்கும்‌. இங்கு 1=[6;], 0; = 1 சத 
1 [1] என்ற சார்பு 11-ன்‌ மீது உள்ள அனைத்துச்‌ செயலிகள்‌ கணத்திலிருந்து 
அவற்றினால்‌ உருவாக்கப்படும்‌ அனைத்து அணிகளின்‌ கணத்திற்கு ஒன்றுக்கொன்று 
தொடர்புடையதாகும்‌. 


௩௫ 8;£; எனில்‌ 7%- 22௪. 
j= [ன 
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இது, [7] என்பது ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடைய சார்பு என்பதைக்‌ 
காட்டுகிறது. ஒவ்வொரு [%, ] என்ற அணிக்கும்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ 
16, -5ய,6. என்றவாறு 1 என்ற செயலி 11 -ல்‌ இருக்கும்‌. எனவே 1 -) [1] என்ற 

1-| 
சார்பு ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடைய மேல்‌ கோர்த்தல்‌ சார்பு ஆகும்‌. 

அடுத்ததாக இரண்டு அணிகளை எவ்வாறு கூட்டுவது, பெருக்குவது மற்றும்‌ 
அணியினை அளவனால்‌ எவ்வாறு பெருக்குவது என்பதைக்‌ காணலாம்‌. [8,].| 8] 


என்பன 1, 1 -ன்‌ அணிகள்‌ எனில்‌ 
(1716 ன்‌ 16-16 


வ aye 120 
ரு > +B}, 


என்ற கணக்கீட்டின்‌ படி, [23,421] -[2,,]%[8%]. பட) 
என வரையறை செய்யும்‌ போது, [1,41,] ௪ [1,]+[1,] என நாம்‌ பெறலாம்‌. இதே 
போல, 0, ; ] ௪ [4௦.,, ] என்ற வரையறையிலிருந்து ௨[11]-[௨1 = (4) 


எனக்‌ கிடைக்கும்‌. மேலும்‌, 


யா )6, = 1 (T,e;) 


n 
அ Te [0 பயம 
k=l 


i ட்‌ | 


1-1] 
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- இவற்றிலிருந்து, [%,] [&,] = [> 4b] என்ற அணிகளின்‌ பெருக்கல்‌ 
k=l 


வரையறையின்‌ படி, [7, 1 1- [111 - (5) 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 


சமன்பாடு (3) (4) மற்றும்‌ (5)-ல்‌ வரையறை செய்யப்பட்டுள்ள செயலிகள்‌ 
அணிகளுக்கிடையே அடிப்படை அறமச்செயலிகள்‌ (41200181௦0 operators) ஆகும்‌. 


நாம்‌ இப்போது நமது சிந்தனையைச்‌ சிறிது மாற்றிப்‌ பார்ப்போமானால்‌, 
அதாவது ॥ % ॥ வரிசையுள்ள அனைத்து அணிகள்‌ & எனில்‌, சமன்பாட (3), (4) மற்றும்‌ 
(5)-ல்‌ உள்ள வரையறைகளின்‌ படி A ஒரு அறம அமைப்பு (Alஜebraic System) ஆகும்‌. 
மேலும்‌, இந்த வரையறைகளின்‌ படி & என்பது முற்றொருமை உறுப்புடைய 
மெய்புனையெண்‌ அறமம்‌ (Complex Algebra) என்பதை எளிதில்‌ நிறுவலாம்‌. இந்த 
மெய்புனையெண்‌ அறமம்‌ ॥-படி உடைய மொத்த அணி அறமம்‌(T௦tal Matrix Algebra) 


எனப்படும்‌. 


நாம்‌ இப்போது &(11) என்பது ஒரு அறமம்‌ மற்றும்‌ A -ன்‌ வரையறை 
செய்யப்படும்‌ அமைப்புகள்‌, 1 [1] என்ற ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடைய 
மேல்கோர்த்தல்‌ சார்பு, A -ன்‌ கூட்டல்‌, பெருக்கல்‌ மற்றும்‌ அளவன்‌ பெருக்கல்‌ 
ஆகியவையும்‌ &(11)-ல்‌ உள்ள அமைப்புகளுடன்‌ ஒத்துப்போகீன்றன என்பதை 
அறிகின்றோம்‌. இவற்றிலிருந்து & -என்பது ஒரு அறமம்‌ எனில்‌, 1 [1] என்பது 
2(H)-லிருந்து A -க்குச்‌ சமஒப்புமைச்‌ சார்பு (1500010145) ஆகும்‌. இதுவரை 
விவரிக்கப்பட்ட கருத்துக்களை கீழ்க்கண்ட தேற்றமாகக்‌ கூறலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 20.1 

13-16, 6, ...... டே என்பது H-ன்‌ அடிக்கணம்‌ எனில்‌, 1 [1] என்ற சார்பு 
அறமம்‌ 2(H) -லிருந்து மொத்த அணி அறமம்‌ 4& -க்கு சமஒப்புமை மேல்ச்‌ சார்பு 
ஆகும்‌. 
தேற்றம்‌ 2 0.2 

B என்பது 11 -ன்‌ அடிக்கணம்‌ மற்றும்‌ செயலி 1-ன்‌ B தொடர்புடைய அணி 
[ 8, ] என்க. 1 ஒரு அருநிலையற்ற (14௦1 5inஜயlar) செயலியாக அமையத்‌ தேவையான 
மற்றும்‌ போதுமான கட்டுப்பாடு [8,, ] ஒரு அருநிலையற்ற அணி ஆகும்‌. மேலும்‌, 


[8 நட்‌ 
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நீறுவல்‌: 1 அருநிலையற்ற செயலி எனில, அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ 1-! என்ற செயலி 


TTY =TiT தர்‌ ்‌ (6) 
எனஇருக்கும்‌. தேற்றம்‌ 20.1-ல்‌ உள்ள சம ஒப்புமைச்‌ சார்பு, சமன்பாடு (6) ஐ அணிச்‌ 


சமன்பாடு [71][1 ']=[ '][7] = [1] என மாற்றும்‌. இது [ச;][1: ']- [1 ' 2; ] = [1]-க்கு 


சமமானவையாகும்‌. இவற்றிலிருந்து [௪, ]” = [1 ' ] என நிறுவலாம்‌. 


என்பது 11-ன்‌ மீது ஒரு நிலையான செயலி எனில்‌, 13-என்ற அடிக்கணத்தீற்குத்‌ 
தொடர்புடைய T-ன்‌ அணி [7], என்பது அடிக்கணம்‌ B-யைச்‌ சார்ந்ததாகும்‌. 
அடிக்கணம்‌ B மாறும்போது அணி [1], எவ்வாறு மாறும்‌ என்பதைப்‌ பின்வரும்‌ 
தேற்றத்தில்‌ காணலாம்‌. 
[௪ ] மற்றும்‌ [ ; ,] என்ற இரு அணிகளுக்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ 

[,2,1- i118, 105] > (7) 

என்றவாறு ஒரு அருநிலையில்லா அணி (Non Singular Matrix) [7 ] இருக்குமானால்‌ 
[2,,]1.[,2,] என்ற அணிகள்‌ வாஜவவாத்த அணிகள்‌ (Si௱milar matrices) எனப்படும்‌. 


தேற்றம்‌ 20.3 

A, -ல்‌ உள்ள இரு அணிகள்‌ வடிவொத்த அணிகளாக அமையத்‌ தேவையான 
மற்றும்‌ போதுமான _கட்டூப்பாடு அவை ஒரே செயலியின்‌ வெவ்வேறு 
அடிக்கணங்களுக்குத்‌ தொடர்புடைய அணிகளாக அமையும்‌. 


நீறுவல்‌: B= கலை டி ட... 21 என்பன H-ன்‌ இரு அடிக்கணங்கள்‌ 
என்க. 1 என்பது 11-ன்‌ மீது உள்ள வன்‌ ணின்‌ B.B' -க்கு தொடர்புடைய அணிகள்‌ 
முறையே [7 ],.[7],' என்க. A என்ற அருநிலையில்லா செயலி 4A, - 1, என்றவாறு H- 


ல்‌ வரையறை செய்வோம்‌. [7],-[2,,] [7],'-[4,,] எனில்‌, 12, - 2,4) மற்றும்‌ 
1=1 


ரதத 287 ஆகும்‌. [7] என்பது B-க்குத்‌ தொடர்புடைய &-ன்‌ அணி என்க. 


i=l 
ஆதலால்‌ 4௪, - 4 8; தேற்றம்‌ 20.2-ன்‌ படி [7, ] என்பது அருநிலையில்லா அணி 
ஆகும்‌. நாம்‌ இப்போது 11-ஐ இரு வெவ்வேறு முறைகளில்‌ கணக்கீடுவோம்‌. 


Biri அவம்‌ 5 BA 
k=l k=l 
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> ட 


மற்றும்‌ . Tf, = TAe, -1 we | 


இவற்றிலிருந்து 2% By = 2 டீ. எனவே அனைத்து ॥, | -களுக்கும்‌, [7;;1[ 2; ,] = 


1] அல்லது [ச] ன்‌ [ப] [2 ] [7] எனவே |[;; |. [2] வடிவொத்த 
அணிகள்‌ ஆகும்‌. 


மறுதலையாக [%,,], [/;,] என்பன வடிவொத்த அணிகள்‌ என்க. எனவே 

அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ [9:, ] என்ற அருநிலையில்லா அணி | த;,] - [6] [2] 
[7] என்றவாறு இருக்கும்‌. B = (6, :------.8,3 என்பது H-ன்‌ அடிக்கணம்‌ என்க. 
இந்த அடிக்கணத்தீற்குத்‌ தொடர்புடைய செயலி 7-ன்‌ அணி [7], [,2; ] என்க. B-க்கு 
தொடர்புடைய செயலி &-ன்‌ அணி [A], [7;] என்க. ஒவ்வொரு செயலியும்‌ ஒரு 
அடிக்கணத்தை மற்றொரு அடிக்கணமாக மாற்றும்‌. எனவே B'-(A€,, A€,, ........AE, 
என்பது 11-ன்‌ மற்றொரு அடிக்கணம்‌ ஆகும்‌. நமது கருதுகோளின்‌ படி [1], ந” 
[௯] [௩1 ௪ [,8,1. எனவே [%,], [,&,] என்பன வெவ்வேறு அடிக்கணங்களைப்‌ 
பொறுத்து 1-ன்‌ அணிகள்‌ ஆகும்‌. 

21. அணிக்கோவை மற்றும்‌ எசயலியின்‌ நீறமாலை 

(Determinants and the spectrum of an operator) 
| அணிக்கோவை என்பது தொடக்கநிலை கணிதத்தீல்‌ கணக்கீடும்‌ கருவியாகவே 
பயன்படுத்தப்பட்டு வந்தது. பின்னர்‌ நேரியல்‌ சமன்பாடுகளை உள்ளடக்கிய எண்மானக்‌ 


கணக்குகளைத்‌ தீர்வு காண்பதற்கு மிகவும்‌ சிறந்ததொரு கருவியானது. 
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மேலும்‌ இது, ஒரு அணியை, அருநிலை அணி (Singular Matrix) மற்றும்‌ (Non 
Singular Matrix) அருநிலையில்லா அணி என வேறுபடுத்திக்‌ காண்பதற்கும்‌ 
உதவுகின்றது. ்‌ 

அணிக்கோவையின்‌ கோட்பாட்டை விரிவுபடூத்துவதற்கு இது பொருத்தமான 
இடம்‌ அல்ல, படிப்பவர்களுக்கு ஏற்கனவே அணிக்கோவையைப்பற்றி ஓரளவு 
தேவையான அளவுக்கு அடிப்படை அறிந்தீருந்தாலும்‌, இங்கு நமக்குத்தேவையான 
கோட்பாட்டிற்குத்‌ தொடர்புடைய சில அடிப்படை வரையறைகளைக்‌ காணலாம்‌. | 


[எ,,] என்பது ॥ வரிசையுள்ள சதுர அணி (80276 கார) என்க. இதன்‌ 
அணிக்கோவையை 0௦(([ 2, ; ]) எனக்குறிப்பிடலாம்‌. இது ஒரு அளவன்‌ ஆகும்‌. எனவே 
அணிக்கோவைச்‌ சார்பு என்பது அணிகளின்‌ அளவன்‌ மதீப்புச்‌ சார்பு ஆகும்‌. 
பொதுவாக ஒரு அணி [ %,, ] -ன்‌ அணிக்கோவையைக்‌ கீழ்க்கண்டவாறு எழுதலாம்‌. 


ர. எருக்க 0. 
தம்‌ 18 
ப; Dn ணத்தை அஃ அன்த 
நடப்‌ ல ர 


அணிக்கோவையின்‌ தன்மைகள்‌ சிலவற்றைக்‌ கீழே காணலாம்‌. 

(1) 06(16,])-1 

(ii) 06([௨,][8;]) = det([a; ]) det (81) 

(iii) det([a; ]) # 0 [௨ ] என்பது அருநிலையில்லா அணி 

(iv) det([e, ] -A [64]) என்பது 3, -வை மாறி (Viable) யாகவும்‌, மெய்புனையெண்‌ 


கெழுக்களாகவும்‌ கொண்ட ॥-படியுடைய பல்லுறுப்புக்கோவை (Polynomial) ஆகும்‌. 


அடுத்துவரும்‌ தேற்றம்‌ வடிவாத்த அணிகளின்‌ அணிக்கோவைகள்‌ சம 
மதிப்புடையவை என்பதை நீறுவுகின்றது. 
தேற்றம்‌ 21.1 
B.B! என்பன நH-ன்‌ அடிக்கணங்கள்‌. என்பது 11-ன்‌ மீது செயலி. B,B'-க்குத்‌ 
தொடர்புடைய *1-ன்‌ அணிகள்‌ முறையே [,] , [,8,,] எனில்‌, 810) - 
det([f;]) ஆகும்‌. ப 
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நீறூவல்‌: இங்கு |[ எ, , |, [,8;,] என்பன முறையே 8.8!-க்குத்‌ தொடர்புடைய 1'-ன்‌ 
அணிகள்‌. எனவே இவை வடிவொத்த அணிகள்‌. ஆதலால்‌, இதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ 
[7] என்ற அருநிலையில்லா அணி [,8,]1- [5] [4;,1[7; ] என்றவாறு இருக்கும்‌. 
இவற்றிலிருந்து det([ 8, |) - det (175 ர்‌ % ] [7 1) 

= det ([7;]") det ([ 2, , |)det (17; 1) 

ல்‌ det ([7;;] ") det ([7; 1) det ([&, |) 
det([o;; |) det ([ 2, , ]) 

= det ([,,]). 

இந்தக்‌ தேற்றத்திலிருந்து T-ன்‌ அணிக்கோவையை வரையறை செய்ய 

இயலும்‌. அதாவது அணிக்கோவைச்‌ சார்பு என்பது 11 -ன்‌ மீது உள்ள செயலியின்‌ 
அளவன்‌ மதிப்பு சார்பாகும்‌. 


இந்த அணிக்கோவைச்‌ சார்பு கீழ்க்கண்ட தன்மைகளைக்‌ கொண்டிருக்கும்‌. 


(முல்லு -| 

(2) det(T, 1 = det (T,) det (T.) 

(3) 6ச(1)40 அ T - என்பது அருநிலையில்லா செயலி 

(4) dt (T - A1) என்பது ?. ஐ மாறியாகவும்‌ மெய்புனை எண்ணை கெழுக்களாகவும்‌ 
உடைய ॥-படியுடைய பல்லுறுப்புக கோவை. 


1 என்பது H -ன்‌ மீது செயலி என்க... ௩ என்ற அளவன்‌ 1-ன்‌ ஐகன்‌ மதிப்பு எனில்‌ 
அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ :-என்ற திசையன்‌ (1- 41) ௪ 0 என்றவாறு இருக்கும்‌. 
அதாவது 1- 41 ஒரு அருநிலைச செயலி. இவற்றிலிருந்து 
அதாவது et (1 - A1)= 0 - (1) 


இந்தச்‌ சமன்பாடு 1-ன்‌ சிறப்பியல்புச்‌ சமன்பாடு (Characteristic equation) 
எனப்படும்‌. இங்கு 1-ன்‌ ஐகன்‌ மதீப்பு என்பது 0௦ (1-11) = 0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ 


வெவ்வேறு மூலங்கள்‌ ஆகும்‌. 


[ ,, |] என்பது B - என்ற அடிக்கணத்திற்கு தொடர்புடைய செயலி 1-ன்‌ அணி 
எனில்‌ இதன்‌ சிறப்பியல்பு சமன்பாடு 
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இ 90 ர்‌ ச ஷ்வன்‌ 0... 
0 குகைப்‌. ம 1 ட்‌ 
01 02 sesso On zed 


ஆகும்‌. இவற்றிலிருந்து, 1-ன்‌ ஐகன்‌ மதிப்பு காண்பதற்குப்‌ பதிலாகச்‌ சமன்பாடூ 
(1)-ன்‌ மூலங்களைக்‌ கண்டறிந்தால்‌ போதுமானதாகும்‌. தன்மை (1\))-ன்‌ படி சமன்பாடூ 
(1)-ன்‌ மூலங்கள்‌ மெய்புனையெண்‌ மூலங்களாக இருக்கும்‌. மேலும்‌ அறமத்தின்‌ 
அடிப்படைத்‌ தேற்றத்தின்படி சமன்பாடு - (1) சரியாக ॥-மூலங்களைக்‌ கொண்டிருக்கும்‌. 
இவற்றில்‌ சில மூலங்கள்‌ சமமானவையாக இருக்கலாம்‌. எனவே இந்த வகையில்‌ 
வெவ்வேறான மூலங்கள்‌ ॥ - விடக்‌ குறைவாக இருக்கும்‌. மேலே கூறிய அனைத்துக்‌ 
கருத்துக்களையும்‌ உள்ளடக்கிக்‌ கீழ்க்கண்ட தேற்றத்தை நீறுவலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 21.2 

H-ன்‌ மீது 1-என்பது ஏதாவது ஒரு செயலி எனில்‌, 1-ன்‌ ஐகன்‌ மதிப்புகள்‌ 
மெய்புனையெண்‌ தளத்தின்‌ உட்கணமாக இருக்கும்‌. மேலும்‌ இந்தக்‌ கணத்தில்‌ உள்ள 
உறுப்புகளின்‌ எண்ணிக்கை 11-ன்‌ பரிமாணத்தை விட அதீகமாக இருக்காது. 


செயலி T-ன்‌ அனைத்து ஐகன்‌ மதீப்புகளின்‌ கணம்‌ -ன்‌ நீறமாலை 
(Spectrum) எனப்படும்‌. இதனை ௦(1) எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 21.3 

1 என்பது 11-என்ற முடிவுறு பரிமாணம்‌ கொண்ட வெளியில்‌ செயலி எனில்‌. 
கீழே கொடுக்கப்பட்டவை உண்மையாகும்‌. 

(1) 1]அருநிலைசெயலி ஆ 06600) 

(2) 1 அருநிலையில்லா செயலி எனில்‌, ),2௦0ு) ஆ: ' ௧E௦(T ’) 

(3) A அருநிலையில்லா செயலி எனில்‌, ௦(ATA ')=௦(1) 

(4) A€ ௦(T) மற்றும்‌ 7 ஒரு பல்லூறுப்புக்‌ கோவை எனில்‌, P(௩)கeo(P(T)) 


நீறூவல்‌: (1) 1” ஒரு அருநிலை செயலி என்க. எனவே அதற்கு தகுந்தார்போல்‌ % 2 0 
என்ற திசையன்‌ 1% = 0 என இருக்கும்‌. அதாவது 71% ௪ 0௩( 1 - 01%--0 எனவே 
0 6௦1) 

மறுதலையாக 0 €௦(1) எனில்‌, அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ % * 0 என்ற 
திசையன்‌ (1 - 01)% ௪ 0 என இருக்கும்‌. இவற்றிலிருந்து 1-என்பது அருநீலை செயலி. 
2) A€ ௦(T) என்க. எனவே 11-ல்‌ உள்ள ஒவ்வாரு  % 4 0-க்கும்‌ 1X ௩ ஆக இருக்கும்‌. 
மேலும்‌ 1 என்பது :அருநிலையில்லாச்‌ சார்பு, எனவே T'(Tx)=T'(Ax) 

ee x=AT (x) 
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ஆ. (இ 
௮1/),€௦(7-') 
(3) இங்கு .& என்பது அருநிலையில்லா செயலி, மேலும்‌ 
/.“௦(1)௮0%(1-/4)-0 

௮ det (A(T கு = 0 

S det ((ATA) -AA(A1)) = 0 

= det (ATA -X)=0 

. SAeo(ATA") 


(4) ௩ € ௦(T) எனில்‌ ௪ 0 எனும்‌ போது 7% ௪ ௩. 

எனவே TX =T(Tx)=T(AX)=ATXFAAX)=AX 
இதேபோல TX = 2%, TX = AX... T"% = ௮X என நிறுவலாம்‌. இவற்றிலிருந்து 
P(T) =P(X) இங்கு P(T), P(X) என்பன பல்லுறுப்புக்கோவைகள்‌. 

மேலும்‌ P(T)x = P(A)x > (P(T)x - P(A)x) = 0 = P(A)e o(P(T)) 


பயிற்சீக கணக்குகள்‌ 
(1) H-ன்‌ பரிமாணம்‌ ॥ எனில்‌, 2(H)-ன்‌ பரிமாணம்‌ ஈட்‌ என நீறுவுக. 


(2) 69 என்பது நிலையான மெய்யெண்‌ எனில்‌ 


cosd sind பி்‌, 
ததி கத மற்றும்‌ டு Oe என்பன வடிவொத்த அணிகள்‌ என நீறுவுக. 


22. நீறமாலைத்‌ தேற்றம்‌ 
இந்தப்‌ பகுதியின்‌ முக்கிய தேற்றமான, அதாவது நிறமாலைத்‌ தேற்றத்திற்கு 


வந்துள்ளோம்‌. இந்த தேற்றத்தை நிறுவுவதற்கு முன்‌ சில அடிப்படைத்‌ தேற்றங்களை 
நிறுவ வேண்டும்‌. . 


தேற்றம்‌ 22.1 
1” என்பது ஓர்‌ இயல்‌ செயலி & என்பது ஐகன்‌ மதிப்பு 2. உடைய 1-ன்‌ ஐகன்‌ 
திசையன்‌ ௮ % என்பது ),-ஐ ஐகன்‌ மதிப்பாக கொண்ட 7*-ன்‌ ஐகன்‌. 


நீறுவல்‌: 1 என்பது ஓர்‌ இயல்‌ செயலி. எனவே 1-7.1 என்பதும்‌ ஓர்‌ இயல்‌ செயலி. இதன்‌ 
இணைச்‌ செயலி 7* - )1-யும்‌ ஓர்‌ இயல்‌ செயலி, தேற்றம்‌ 18.4-ன்‌ படி ஒவ்வொரு 
௬ -க்கும்‌ 1 -2| = [T* x—Ax| ஆகும்‌. இவற்றிலிருந்து % என்பது 1 -ன்‌ ஐகன்‌ 
திசையன்‌ 7. என்பது 1-ன்‌ ஐகன்‌ மதீப்பு எனில்‌ 
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13% [Tx —2x|=0 ஒறர%-)34-0 ஒரர*203 
எனவே ௩% என்பது T*-ன்‌ ஜகன்‌ திசையன்‌ ), என்பது என்பது ஐகன்‌ மதிப்பாகும்‌. 

அடுத்த தேற்றம்‌ ஐகன்‌ வெளிகள்‌ சோடி சோடியாகச செங்குத்தானவை 
என்பதைக்‌ கூறுகீன்றன. 
தேற்றம்‌ 22.2 | 

1 ஓர்‌ இயல்‌ செயலி எனில்‌ 14 -கள்‌ சோடி சோடியாகச செங்குத்தானவையாகும்‌. 
நீறுவல்‌: 1,] வெவ்வேறானவை, %, 614, , %, 614, என்க. எனவே 156 - 1%, மற்றும்‌ 
Tx FAX; தேற்றம்‌ 22. 1-ன்‌ படி %,(%,, .) = (A,%;, X.) = (Tx, x) = (x,T*x) 

i 
=A (Xx; 26) 

இங்கு 7.,-7, எனவே (0, 3) - 0 இவற்றிலிருந்து M;, 1 18. 

அடுத்ததாக 1 இயல்‌ செயலி எனும்போது 14. -கள்‌ 11-ஐ உருவாக்கும்‌ என 
நிறுவவேண்டும்‌. இதற்காகக்‌ கீழே கொடுக்கப்பட்ட தேற்றத்தை முதலில்‌ நீறுவுவோம்‌. 
தேற்றம்‌ 22.3 | 

1 ஓர்‌ இயல்‌ செயலி எனில்‌, ஒவ்வொரு 14 -யும்‌ '!' -ஐச்‌ சுருக்குகிறது. 
நீறூவல்‌: ஒவ்வொரு 14, -யும்‌ 1-ஐப்‌ பொறுத்து மாறாதது என்பது மிகவும்‌ 
வைளிப்படையானதாகும்‌. எனவே தேற்றம்‌ 19.4-ன்‌ படி M. என்பது 1*-யினாலும்‌ 
மாறாதவை என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. இந்த முடிவு உடனடியாகத்‌ தேற்றம்‌ 
22.1 லிருந்து வெளிப்படுகீன்றது. அதாவது 3 என்பது 14-ல்‌ ஒரு திசையன்‌. ஆகவே 
1%, ௪ ௩. இவற்றிலிருந்து 1*%, = ). என்பதும்‌ 14. இருக்கிறது என்பதையும்‌ 
காணலாம்‌. அதாவது 1*(14) ௨14... 
தேற்றம்‌ 22.4 

1 ஓர்‌ இயல்‌ செயலி எனில்‌ ) -கள்‌ 11-ஐ உருவாக்குகின்றன. 
நீறுவல்‌: ).-கள்‌ சோடி சோடியாக செங்குத்தானவை என்பதிலிருந்து தேற்றம்‌ 19.7 
மற்றும்‌ 19.8-ன்‌ படி 14 = M+ Mis M, என்பது 11-னுடைய மூடிய நேரியல்‌ 
உள்ளி மற்றும்‌ அதனுடன்‌ இயைந்த வீழல்‌ = P+ P_+....:... + ௪. என அறியலாம்‌. 
ஒவ்வவாரு 14-யும்‌  -ஐ சுருக்குகிறது. எனவே தேற்றம்‌. 19.6-ன்‌ படி ஒவ்வொரு 
P.- க்கும்‌ TP.= P.T.. இவற்றிலிருந்து 1௪ ௪ 1 . எனவே 14-ம்‌ [-ஐ சுருக்குகிறது. 
மேலும்‌ T-னால்‌ Mஃ மாறாததாகும்‌. Mஃ & {0} எனில்‌ 1-யின்‌ அனைத்து ஐகன்‌ 
திசையன்களும்‌ ) -னுள்‌ இருக்கின்ற காரணத்தினால்‌, செயலி 1-ஐ Mஃ -ல்‌ மட்டும்‌ 
கட்டூப்படூத்தும்போது, அந்தச்‌ செயலிக்கு முடிவுறு பரிமாண ஹில்பாட்‌ வெளியில்‌ ஐகன்‌ 
திசையன்‌ இருக்காது. எனவே ஐகன்‌ மதிப்பும்‌ இருக்காது. இது இயலாது என்பதை 
தேற்றம்‌ 21.2 காட்டுகிறது. எனவே 14-10). இவற்றிலிருந்து 14 ௪ 11. ஆகையால்‌ 
M.-க்கள்‌ 11 -ஐ உருவாக்குகிறது. 
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நீறமாலைத்‌ தேற்றம்‌ 22.5 (Spectral Theorem) 
1 என்பது, முடிவுறு பரிமாண ஹில்பர்ட்‌ வெளி 11 -ல்‌, 4,, 4, 23 

4. ஆகியவற்றை ஐகன்‌ மதீப்புகளாகக்‌ கொண்ட செயலி, மற்றும்‌ இதற்குத்‌ 
தகுந்தாற்போல்‌, முறையே 14 ,14.......... 14 என்பன ஐகன்‌ வெளிகள்‌ என்க. இந்த 
வைளிகளின்‌ மீது முறையே Pஒ ,௪,,.........,, வீழல்கள்‌ எனில்‌, கீழே கொடுக்கப்பட்டவை 
ஒன்றுக்கொன்று சமமானவையாகும்‌. 
(1) M.-கள்‌ சோடி சோடியாக செங்குத்தானவை மற்றும்‌ அவை 11-ஐ உருவாக்கும்‌. 
(2) .-கள்‌ சோடி சோடியாக செங்குத்தானவை மற்றும்‌ 1 ௪ P,* P,*........* Py, 

= AP, ட்‌... AP 
(3) ஓர்‌ இயல்‌ செயலி 


நீறுவல்‌: இந்தப்‌ பகுதியின்‌ தொடக்கத்தில்‌ நிறுவப்பட்டுள்ள (8), (b), மற்றும்‌ (௦) 
யிலிருந்து (1) (2) ௯ (3) நிறுவப்படுகின்றது. மேலும்‌ தேற்றம்‌ 22.1 முதல்‌ தேற்றம்‌ 
22.4 வரை இணைந்து (3) (1) நீறுவப்படுகீன்றது. 
கேற்றம்‌ 22.6 

1” என்பது H-ல்‌ இயல்‌ செயலி. செயலி 7-க்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ ஓர்‌ அலகுச்‌ 
செங்குத்து அடிக்கணம்‌ (011௦௩௦1181 basis) 11-ல்‌ அதற்குத்‌ தொடர்புடைய 1-ன்‌ அணி, 
மூலைவிட்ட அணி (118201வ! matrix) யாக உள்ளவாறு இருக்கும்‌. 


நிறுவல்‌: 1-7. 4-7, -...... ௩ என்பது செயலி '1-ன்‌ நிறமாலைக்‌ கூறாக்கம்‌ 
(Spectral resolution). A,; A, ........ ௩, என்பன 1-ன்‌ ஐகன்‌ மதிப்புகள்‌ மற்றும்‌ 14, 
IVT rae ees M முறையே 2:4, எ ௩ -ன்‌ ஐகன்‌ வெளிகள்‌. இந்த வெளிகளின்‌ . 
மீது முறையே Pஒ,, P,, ........ 1 என்பன வீழல்கள்‌. மேலும்‌ 1 - P.* P,+........* P. 


இங்கு 14-கள்‌ சோடி சோடியாக செங்குத்தானவை. அதாவது 1 * ] எனும்போது 14, 1 
பா ஒவ்வொரு 1/4-யும்‌ முடிவுறு பரிமாண ஹில்பர்ட்‌ வெளி. எனவே 1, 1 -1,2......ற 
என்பன முறையே KM). ௪ 1,2......-ன்‌ அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ என்க. மேலும்‌ 
B=()B; என்க. நாம்‌ இப்போது 13 என்பது 11 -ன்‌ அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ அடிக்கணம்‌ 
i=l 

என நிறுவ வேண்டும்‌. இங்கு M,.. ).. எனவே ஒவ்வொரு 1 - ர-க்கும்‌ 8; 1 B,. ஆகவே 
B ஒரு அலகுச்‌ செங்குத்துக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. எனவே 13 ஒரு நேரியல்‌ சார்பற்ற (Liறearly 
independent) கணம்‌. மேலும்‌ 11-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு % -ஐயும்‌ B-ன்‌ நேரியல்‌ 
கலவையாக எழுதலாம்‌ என நீறுவவேண்டும்‌. 


தாட்‌ 220.1 பணம்‌ யி்‌ 
இங்கு Px = x,,i=1,2,.......॥ எனவே 
8-௮] ன தேறி ம) ப ப பழ ல்‌ ட இல்‌ பவட ல்‌ xeM 


4-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு திசையன்‌ %;-யும்‌ B,-ல்‌ உள்ள திசையன்களின்‌ 
நேரியல்‌ கலவையாக எழுதலாம்‌. எனவே 11-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு % - ஐ, B-ல்‌ உள்ள 
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திசையன்களின்‌ நேரியல்‌ கலவையாக எழுதலாம்‌. 1-ல்‌ 6, 6.......... ்‌ 
1-தீசையன்கள்‌ உள்ளதாக எடூத்துக்கொள்வோம்‌. 14-ல்‌ உள்ள ஒவ்வாரு திசையனும்‌ 
1-ன்‌ ஐகன்‌ தீசையன்‌. எனவே 1-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு தீசையனும்‌ 1-ன்‌ ஐகன்‌ 
திசையன்‌. நாம்‌ இப்போது B-க்குத தொடர்புடைய 1-ன்‌ அணி மூலைவிட்ட அணி என 
நிறுவ வேண்டும்‌. B-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு தீசையனும்‌ 1-ன்‌ ஐகன்‌ திசையன்‌. எனவே 


Te, =1,e,,1=1,2,....॥. எனவே 
WOH பொடுகு 1... 2206 
Te - பிற்றை... 065 
Ie = 0606 A, £, 
வரையறைப்படி 
கீ க க தி 
செ விஷ்னு 
[1-6 i 
eter (eh 


பய்ற்ச்க்‌ கணக்குகள்‌ | 

(1) முடிவுறு பரிமாண வெளியின்‌ மீத உள்ள இயல்‌ செயலியின்‌ நீறமாலைக்‌ கூறாக்கம்‌ 
E> AP, AE ரகக்‌ 7...” -ஐ ஒரே ஒரு முறையில்‌ எழுதாலாம்‌ என நீறுவுக. 

(2) H-ன்‌ மீது 1' இயல்‌ செயலியாக அமையத்‌. தேவையான மற்றும்‌ போதுமான 
கட்டுப்பாடு அதன்‌ இணைச்செயலி 1* என்பது 1-ஐ மாறியாகக்‌ கொண்ட 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவை ஆகும்‌. 

(3) H -ன்‌ மீது என்பது ஏதாவது ஒரு செயலி, N-என்பது இயல்‌ செயலி என்க. 7]; 71 
பரிமாற்று விதியை நிறைவு செய்யுமெனில்‌. '1'*, 11*-ம்‌ பரிமாற்று விதியை நீறைவு 
செய்யும்‌. , 

(4) என்பது { 4, 4.,......... 4, ஆகியவற்றை நீறமாலையாகக்‌ கொண்ட ஓர்‌ இயல்‌ 
செயலி எனில்‌. 1-ன்‌ நிறமாலை கூறாக்கத்தைப்‌ பயன்படுத்திக்‌ கீழ்க்கண்டவற்றை 
நீறுவுக. | 

(அ) 7 என்பது தன்‌ இணை புச்செயலி ஃ ஒவ்வொரு ] . மெய்யண்‌ 
(ஆ) 1- என்பது நேர்மச்‌ செயலி 2 ஒவ்வொரு 1-க்கும்‌ 4, 2 0 
(இ) 1' என்பது அலகு நிலைச்‌ செயலி ௯ ஒவ்வொரு 1-க்கும்‌ | == 1: 


௦289௦௮2028 29௦0 


பானக்‌ அறமம்‌ 
(Banach Algebra) 


இந்தப்‌ பகுதியில்‌, முறையான மற்றும்‌ அருநிலை உறுப்புகள்‌ பற்றியும்‌ 
பூச்சியததின்‌ தீணையிய வகுப்பான்‌, நிறமாலை மற்றும்‌ அவற்றின்‌ தன்மைகள்‌ 
பற்றியும்‌ விரிவாகக்‌ காணலாம்‌. 


23. வரையறை மற்றும்‌ சீல எடுததுக்காட்டுக' '- 
Definition and Some Examples 
முற்றாருமை உடைய மெய்புனையெண்‌ பானக்வெளி (Complex Banach space) 
அறமமாக இருக்குமானால்‌ அது பானக்‌ அறமம்‌ எனப்படும்‌. இவற்றில்‌ பெருக்கல்‌ 
கட்டமைப்பு அலகையுடன்‌ கீழ்கண்டவாறு தொடர்பு படூத்தப்பட்டூள்ளது. 
(a) llxyi< ll xillly | 
(2) 1115 1 
(1) லிருந்து தீசையப்‌ பெருக்கல்‌ என்பது எந்த ஒரு பானக்‌ அறமத்திலும்‌, 
இணைந்து தொடர்ச்சியானவை என்பதை எளிதீல்‌ நிறுவலாம்‌. அதாவது 
x > Xx, y. ௯ ), எனும்‌ போது 2 3 ௯%) ஆகும்‌. இதனைக்‌ கீழ்க்கண்டவாறு நிறுவலாம்‌. 
Ixy, XY IFO, +, -x)Y| 
<x, 0, I+, -x)y | 
5॥%॥॥0-3) +1, =x) lly | 
X ௯ 203 ௯ ) எனும்‌ போது சமனிலியின்‌ வலதுபுறம்‌ பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. எனவே 
இடதுபுறமும்‌ பூச்சியத்தை நெருங்கும்‌. ஆதலால்‌ % y, ௯ %¥. 


A என்பது பானக அறமம்‌. அதன்‌ உட்கணம்‌ 4' என்பதும்‌ A-ல்‌ உள்ள அதே 
செயலிகளைப்‌ பொறுத்தும்‌ அதே முற்றொருமைக்கும்‌, அதே அலகைக்கு ஒரு பானக்‌ 
அறமமாக அமையுமானால்‌ 4' என்பது A-ன்‌ யானக உள்‌ அறமம்‌ (Banach subalgebra) 


எனப்படும்‌. 


சில நேரங்களில்‌, பானக்‌ அறமம்‌ வரையறையில்‌ அதன்‌ அளவன்‌ 
மெய்புனையெண்‌ என்பதீல்‌ கட்டுப்பாடு ஏதுமில்லாமல்‌ கொடுக்கப்படும்‌. கீழே 
கொடுக்கப்பட்டூள்ள எடூத்துக்காட்டுகள்‌ யாவும்‌ பானக்‌ அறமத்தின்‌ முக்கியமான 
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விருப்பங்களை விவரிக்கின்றன. அவைகள்‌ அனைத்தும்‌ சார்புகள்‌ (1110011015), 
செயலிகள்‌ (௦றூrators) மற்றும்‌ நேரியல்‌ செயலிகள்‌ ஆகியவற்றை உள்ளடக்கி 
இருக்கும்‌. பொதுவாக, இது சார்பின அறமம்‌ (101௦110081 812078) செயலி அறமம்‌ (11001101 
operators) அல்லது குழு அறமம்‌ (Gர௦யற 81208௨) என அதில்‌ உள்ள டல 
வரையறைக்கு ஏற்றவாறு வகைப்படுத்தப்பட்டூள்ளது. 


எடுத்துக்காட்டு - 1 X என்ற திணையிய வெளியில்‌ (T௦pological 50௧08) வரையறை 
செய்யப்படும்‌ அனைத்து எல்லைக்குட்பட்ட தொடர்ச்சியான மெய்புனையெண்‌ சார்பு 
€(X) ஒரு பானக்‌ அறமம்‌ ஆகும்‌. X என்பது ஒரே ஒரு புள்ளியை மட்டூம்‌ 
கொண்டிருக்குமானால்‌ €(X) என்பது அனைத்து பானக்‌ அறமங்களின்‌ மிகவும்‌ 
எளிமையான தாகும்‌. D = (2 2] < 1} என்ற அலகு தகடூ (ப! 0150) மெய்புனையெண்‌ 
தளத்தில்‌ எடூத்துக்‌கொள்வோம்‌. D-ன்‌ உள்பகுதியில்‌ வரையறைசெய்யப்படூம்‌ 
வகைமுறை சார்புகள்‌(Analytic function) அடங்கிய £(D)-ன்‌ உட்கணம்‌ உள்‌அறமம்‌ 
ஆகும்‌. இது முற்றொருமை உறுப்பை உள்ளடக்கி இருக்கும்‌. மொரிரா(1401618) 
தேற்றத்தின்‌ படி இது, மூடியதாகும்‌. எனவே €( .0)-ன்‌ பானக்‌ உள்‌ அறமம்‌ ஆகும்‌. 
இதனை வட்டத்தகடு அறமம்‌ (1915௦ Alஜebra) எனவும்‌ அழைக்கலாம்‌. 


எடுத்தூக்காட்டு - 2 B என்பது மெய்புனையெண்‌ பானக்‌ வெளி B-ன்‌ மீது 
வரையறைசெய்யப்படும்‌ அனைத்து செயலிகள்‌ (8) ஒரு பானக்‌ அறமம்‌ ஆகும்‌. 


H என்பது ஹில்பர்ட்‌ வெளி எனில்‌, 2(H) என்பது ஒரு பானக்‌ அறமமாகும்‌. 
8(H)-ன்‌ உள்‌ அறமத்தில்‌ உள்ள ஒவ்வொரு செயலிக்கும்‌ இணைச்‌ செயலி (Adjoint 
Operator) இருக்குமானால்‌ அந்த உள்‌ அறமம்‌ தன்‌ இணை (Self adjoint) உள்‌அறமம்‌ 
எனப்படும்‌. இதனை *-அறமம்‌ எனவும்‌ குறிப்பிடலாம்‌. 


24. ஒழுங்கான மற்றும்‌ அருநீலை உறுப்புகள்‌ 
Regular and Singular elements 

A என்பது பானக்‌ அறமம்‌ என்க. &-ல்‌ உள்ள ஒழுங்கான உறுப்புகளின்‌ 
கணத்தை 0 எனவும்‌ அதன்‌ நீரப்பிக்‌ கணம்‌, அதாவது அருநீலை உறுப்புகளின்‌ 
கணத்தை 58, எனவும்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. 0 என்பது 1-ஐயும்‌ 5 என்பது 0-ஐ யும்‌ 
உள்ளடக்கி இருக்கிறது என்பதை எளிதில்‌ புரிந்து கொள்ளமுடிகீன்றது. இந்தப்‌ பகுதியில்‌ 
உள்ள பெரும்பாலான முடிவுகள்‌ 6 மற்றும்‌ 5-ன்‌ தன்மைகளைச்‌ சார்ந்தே இருக்கும்‌. 
முதல்‌ தேற்றமும்‌ இந்த வகையில்‌ அடங்கும்‌. 


94 சார்பினப்‌ பகுப்பாய்வு 
தேற்றம்‌ 24.1 [£- 1-1 என்ற தன்மையுடைய ஒவ்வாரு ௩-ம்‌ ஒழுங்கான உறுப்பு 


எனில்‌ அதன்‌ எதிர்மாறு உறுப்பை 12. 1-3)" என எழுதலாம்‌. 


n=l 


நீறுவல்‌: £ = ||-1 | என எடுத்துக்கொள்வாமானால்‌, 1 ௩ 1 எனவும்‌ |(1-%)" [2] 1-x |" 


= ' ' எனவும்‌ கிடைக்கும்‌. ஓ (1—x)' என்ற தொடரின்‌ பகுதிக்கூட்டல்‌ (Pகா£ia! 5மா) A-ல்‌ 


n=l 
ஒரு காசி (ம) தொடர்வரிசையை உருவாக்குகிறது. இங்கு 4 என்பது முழுவெளி 
(Complete Space)யாதலால்‌, அந்தப்‌ பகுதி கூட்டல்‌ ௮-ல்‌ உள்ள ஒரு உறுப்பில்‌ குவியும்‌. 


இதனை ௨0 - *)' எனக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. நாம்‌ இப்போது y-ஐ y - 20 -3)" என 
வரையறைசெய்வோமானல்‌ &-ல்‌ பெருக்கல்‌ இணைந்து தொடர்ச்சியானவையின்‌ படி 
-ஒ-(-இ-(-9-2 0-9 ௪320-4) -9-1, அதாவது 9 - ஆ -3-! 
எனவே ரு - 1 இதே போல ந - 1 எனவும்‌ நிறுவலாம்‌. இவற்றிலிருந்து 
X= y=1+ (1x) 
n=l 
இந்தத்‌ தேற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்திக்‌ கீழேஉள்ள தேற்றத்தை நீறுவலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 24.2 G என்பது திறந்த கணம்‌, எனவே 5 என்பது ஒரு மூடிய கணம்‌. 


நீறுவல்‌: %, என்பது 0-ல்‌ ஓர்‌ உறுப்பு என்க. % என்பது க்‌-ல்‌ [2-0] 4 i/o | 
என்றவாறு உள்ள ஓர்‌ உறுப்பு ஆகும்‌. மேலும்‌, 
| 1-3] 
தேற்றம்‌ 24.1-ன்‌ படி 3, -! % என்பது ல்‌ இருக்கும்‌. . ஆகவே % - %, (யே 1 x) 60. 
இவற்றிலிருந்து 6. ஓர்‌ திறந்தகணம்‌ ஆகும்‌. ஆகவே 5 என்பது ஓர்‌ மூடிய கணம்‌ 
ஆகும்‌. 





<1 என்பது எளிதில்‌ விளங்குகீன்றது. 


_] 
Xo 











| < 








—1 1 
X, A | ச , (x Nr x2) 





தேற்றம்‌ 24.3 டல்‌: 
(லிருந்து G-க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ சார்பு ௬% ' தொடர்ச்சியானது. 
ஆகவே இது 0-லிருந்து 0-க்கு (Homeomorphism) வடிவொப்புமைச்‌ சார்பு ஆகும்‌. : 


நீறுவல்‌ : ₹,- என்பது 0-ல்‌ ஓர்‌ உறுப்பு. % என்பது 0-ல்‌ |x = xo| “ 1/ 210) ன்‌ | என்றவாறு 
உள்ள மற்றஹாரு உறுப்பு ஆகும்‌. 
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இங்கு 





_] 
< ke 





xo x—1| ட lo =o) | [* = ௬௦| “1/2 இவற்றிலிருந்து தேற்றம்‌ 
24.1-ன்‌ படி %, ௬ என்பது 0-ல்‌ இருக்கும்‌ என்பதைக்‌ காணமுடிகிறது. ஆதலால்‌ 





NXg (xox) ழம்‌ 50 ன்‌ a] மேலும்‌, 
1-1 




















ன —1 — -] ர்‌ ] 
ஆடி [டி -டுடிரிகழ்டி நிழ உரி 
= | [௩ 12 
— 1 Te ன 1 ௮ 
= |x | > x x} < |x [> Xo x| 
n= n= 








| | ௮ தி (4 
ந அர 
n=() 
=|, “Ih, xd) 
= |X TKo x டாம்‌ 


< 2) ட்‌ | ll ட xo x| < 2." | — Xo| 


அதாவது, [த x» | < 2, "| |=, | இவற்றிலிருந்து ௬! தொடர்ச்சியானது 
என்பது தெளிவாகிறது. இதே போல 3-5) % என்பதும்‌ தொடர்ச்சியனாது என 
நிறுவலாம்‌. ஆகவே ௬” வடிவொப்புமைச்‌ சார்பு ஆகும்‌. 


A-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு உறுப்பு % ஆனது தன்னைப்‌ பொருத்தும்‌ 
A-ஐப்‌ பொறுத்தும்‌ அதன்‌ ஒழுங்கான தன்மை மற்றும்‌ அருநிலைத்‌ தன்மை அமையும்‌ 
என்பதை மனதில்‌ கொள்ளவேண்டும்‌. அடுத்து வரும்‌ பிரிவில்‌, &-ல்‌ 
அருநிலையாகவும்‌, &-ன்‌ நீட்டிப்பிவும்‌ அருநிலையாகவும்‌ உள்ள சில உறுப்புகளைப்‌ 
பற்றிப்‌ படிப்போம்‌. 


25. ௬ழ்ய்ன்‌ அல்லது பூச்சிய தீணைய வகுப்பான்கள்‌ (Topological divisors of zero) 

பானக்‌ அறமம்‌ 4-ல்‌ உள்ள 2 என்ற உறுப்புக்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌, 4-ல்‌ 12) 
என்ற தொடர்வரிசை, || 2. || -1 என்றவாறு 22, ,0அல்லது 2,2-50 
என்றிருக்குமானால்‌, 2 என்பது சுழ்ய்ன்‌ தீணைய வகுப்பான எனப்படும்‌. மேலும்‌ 
சுழியின்‌ ஒவ்வொரு வகுப்பானும்‌ சுழியின்‌ தீணைய வகுப்பான்‌ என்பது தெளிவாக 
உணர முடியும்‌. சுழியின்‌ அனைத்துத்‌ திணைய ஒகுப்பான்களின்‌ கணம்‌ 2£ என 
குறிப்பிடப்படும்‌. | ர்‌ ஆ க 


தேற்றம்‌ 25.1 2 என்பது 5 -ன்‌ உட்கணம்‌. 


நீறுவல்‌: 2 என்பது 2-ன்‌ உறுப்பு என்க. எனவே, 2-க்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ (2 ) என்ற 
தொடர்வரிசை, | 2, || -1என்றவாறு 22, ௯ 0என இருக்கும்‌. 2 என்பது 0ல்‌ இருக்கும்‌ 
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என எடுத்துக்‌ கொள்வோமானால்‌, பெருக்கல்‌ தொடச்சியானது என்றதனடிப்படையில்‌, 
2"!(ச.)- 2. 0 எனக்கிடைக்கும்‌. இது | 2, |-1 என்பதற்கு முரண்பாடாகும்‌. எனவே. 
ZENS. | 


கேற்றம்‌ 25.2 5-ன்‌ வரம்பு 2-ன்‌ உட்கணமாகும்‌. 


நீறுவல்‌: 5 என்பது மூடிய கணமாதலால்‌ அதன்‌ வரம்பானது (7-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 
தொடர்வரிசையின்‌ எல்லைப்‌ புள்ளிகளைக்‌ கொண்டிருக்கும்‌. இது போன்ற ஓர்‌ 
எல்லைப்‌ புள்ளி 2-ஐ 8-ல்‌ எடுத்துக்‌ கொள்வோமானல்‌, அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ 11 7 
என்ற தொடர்வரிசை 7, - ச என்றவாறு 7, € 0-லும்‌ மற்றும்‌ 2€ 2-லும்‌ இருக்கும்‌ என 
நிறுவ வேண்டும்‌. 

ஈ 2-1, (2-7), இவற்றிலிருந்து (£,') என்பது எல்லைக்குட்படா 


தொடர்வரிசை என அறியலாம்‌. அவ்வாறில்லையெனில்‌. ஏதாவது ஒரு ॥-க்கு 


—] ய்‌ . 2 | . ட்‌ 
7 சட] ₹ 1 எனக்‌ கிடைக்கும்‌. எனவே 2-7. ப்‌ 7] என்பது ஒழுங்கானவையாகும்‌. 


7 





| ல என நாம்‌ எட௫த்துக 








(1 எல்லைக்குட்படா தொடர்வரிசையாதலால்‌, 


ட்‌ ்‌ ்‌ —1 
கொள்ளலாம்‌. இப்போது 2, 1, 





3] ல ன்‌ 
T, | என வரையறை செயவோமானால 


1-1 மற்றும்‌ 
ள்‌ டட ரல (சண்டி : ட | 
விட வினி pr 


ஆகியவற்றிலிருந்து 2 என்பது 2-ல்‌ இருக்கும்‌ என்பது நீறுவப்படுகீறது. 


ZZ oe 0 | 











26. நீறமாலை (Spectrum) 

1 என்பது 11 என்ற ஹில்பர்ட்‌ வெளியில்‌ ஒரு செயலி. முந்தைய பகுதியில்‌ 1-ன்‌ 
மிறமாலை என்பது ௦ 1 (4: 1-41 அருநிலை]) என்ற கணம்‌ என வரையறை 
செய்துள்ளோம்‌. இந்தக்‌ கணத்தில்‌ உள்ள எண்‌ 7), என்பது 1- யினால்‌ 
ஏற்றுக்கொள்ளப்பட்ட மதிப்பு ஆகும்‌. அதாவது 7 ஒரு பூச்சியமில்லா திசையனில்‌ 
செயல்படுத்தும்‌ போது, அதன்‌ நீழல்‌, அந்தத்‌ திசையனை 7. ஆல்‌ படு பட்‌ 
மதிப்பாக்கும்‌ என்பதைக்‌ காணலாம்‌. 


இதேபோல, % என்ற திசையனை பானக்‌ அறமம்‌ 4-ல்‌ எடுத்துக்‌ 
கொள்வோமானால்‌ ௪ ( 1)-{%: 1-41 அருநிலை ! என்பது மெய்புனையெண்‌ தளத்கில்‌ 
உட்கணம்‌ ஆகும்‌. எப்போதெல்லாம்‌ உன்‌ ப்பட்‌ ஐயும்‌ &-ஐயும்‌ 
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சார்ந்திருக்கின்றதோ அப்போதெல்லாம்‌ ௪ , (20) என்ற குறியீட்டைப்‌ பயன்படுத்துவோம்‌. 
11 என்பது தொடர்சியானது எனவும்‌ அதன்‌ மதீப்பு &-ல்‌ இருக்கும்‌ எனவும்‌ எளில்‌ 
காணலாம்‌. &-ல்‌ உள்ள அனைத்து அருநிலை உறுப்புகளின்‌ கணம்‌ மூடிய 
உட்கணமாதலால்‌, ' ௪ (%)-ம்‌ மூடிய கணம்‌ ஆகும்‌. மேலும்‌ ௦ (%) என்பது 
(2121 || ௬ ||-ன்‌ உட்கணம்‌ என்பதையும்‌ உணரலாம்‌. இங்கு), என்பது |? > |x| 
என்றவாறு மெய்புனையெண்ணாக இருக்கும்‌ போது || ௬/4 [<1 || 1-(1- x/A)|<1 


எனவாகும்‌. இங்கு 1- %/4 ஒழுங்கானது. எனவே % - 11-ம்‌ ஒழுங்கானதாகும்‌. 


நமது முக்கிய குறிக்கோள்‌ ௭ (2) என்பது எப்போதுமே வெற்றற்ற கணம்‌ என 
நிறுவுவதேயாகும்‌. இதற்காகச்‌ சில தொடக்கநிலைக்‌ குறியீடுகள்‌ தேவைப்படுகின்றன. 
௦ (x) -ன்‌ நீரப்பிக்கணம்‌ :-ன்‌ கூறாக்கீக கணம்‌ (Resolvent set of x) எனப்படும்‌. இது 
p(*) எனக்‌ குறிப்பிடப்படும்‌. இது மெய்புனையெண்‌ தளத்தில்‌, (2 :| 2 | > || % |)என்ற 
கணத்தை உள்ளடக்கிய திறந்த கணம்‌ ஆகும்‌. 2-ன்‌ கூறாக்கி (Resolvent ௦1 &)என்பது 
0(%)-ன்‌ மீது ஈ(4)- ( ms ) ' என வரையறை செய்யப்படும்‌ சார்பு ஆகும்‌. தேற்றம்‌ 
24.3-ன்‌ படி X(௩)என்பது தொடர்ச்சியானதாகும்‌. 
மேலும்‌ 3(9,)-1(3/4-1) 1,4௪0 எனில்‌ 3 ௯ எனும்போது x(X) -> 0 
ஆகும்‌. 4.2 என்பன ஓ(%) உறுப்புகள்‌ எனில்‌ ௩(%) - ௬(%) [oe he LW): 
= x(A)x—A7+(A- 710) 
= [1+ (=x ()k() 
x (2) = x(1)+(A- (84) 8(2) 
x(A)— x(t) = (4 - 1)*(4)(ம). இந்த சமன்பாடு கூறாக்க்ச்‌ சமன்பாடு (Resolvent 
equation) எனப்படும்‌. 


தேற்றம்‌ 26.1 
௦(X) என்பது வெற்றற்ற கணம்‌. 


நீறுவல்‌: (என்பது A*-ல்‌ ஒரு உறுப்பு என்க. சார்பு (-ஐ 1 (2) - 1 (%(௩)) என வரையறை 
செய்வோம்‌. இது கூறாக்கிக்‌ கணம்‌ 0(:)-ல்‌ வரையறை செய்யப்பட்ட தொடர்ச்சியான 
மெய்புனையெண்‌ சார்பு ஆகும்‌. கூறாக்கிச்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து 
1(9.)--1ய 
மடய -1(209.)1(0)) எனக்கிடைக்கும்‌. 


in rd) 
4-2 


இவற்றிலிருந்து 1111 - 102(//)5) என எழுதுலாம்‌. எனவே 4 (%) 


என்பது ஓ(%)-ன்‌ ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ வகைக்கெழு (0௦1௨1௦) உடையதாகும்‌. 
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மேலும்‌ | £ (4) | ௩ || £ ||| * | ஆகையால்‌ 4 - ௦ எனும்போது 1(4)-5 0 எனக்‌ 
கிடைக்கும்‌. 


நாம்‌ இப்போது 500) வெற்றுக்கணம்‌ என எடுத்துக்‌கொள்வோமானல்‌, (%) 
என்பது முழு மெய்புனையெண கணமாகும்‌. மெய்புனையயண்‌ பகுப்பாய்வில்‌ 
(complex analysis) உள்ள லியோவில்லிஸ்‌ (1100௩11168) தேற்றத்தின்‌ படி 7. -ன்‌ அனைத்து 
மதிப்புகளுக்கும்‌ 1(4)-0 ஆகும்‌. தேற்றம்‌ 10.2-ன்‌ படி 4-ன்‌ அனைத்து 
மதிப்புகளுக்கும்‌ %(9.)- 0 


இது எந்த ஒரு எதீர்மாறு சார்பும்‌ பூச்சியமல்ல என்பதற்கு முரண்பாடாகும்‌. 
எனவே நமது தற்கோள்‌ தவறானதாகும்‌. ஆதலால்‌ ௦() என்பது வெற்றற்ற கணம்‌ 
ஆகும்‌. 


௦(x) வெற்றற்ற கணம்‌ என்பதும்‌, இது மெய்புனையெண்‌ களத்தின்‌ கச்சிதமான 
உள்‌வெளி (Compact subspace) என்பதும்‌ நமக்குத்‌ தெரியும்‌. மேலும்‌, 
r(x) = sup{/A|:Xeo (0)1) என்று வரையறைசெய்யப்படும்‌ எண்‌, :-ன்‌ நிறமாலை ஆரம்‌ 


(Spectral radius) எனப்படும்‌. இது 0 (2) (| என்றவாறு இருக்கும்‌. 


தேற்றம்‌ 26.2 
A என்பது வகுத்தல்‌ அறமம்‌ (Division algebra) எனில்‌, இது 
முற்றொருமையினுடைய அனைத்து அளவன்‌ பெருக்கல்களின்‌ கணத்தீற்குச 


சமமாகும்‌. 


நீறுவல்‌: ௬ என்பது A-ல்‌ ஓர்‌ உறுப்பு எனில்‌, ஏதாவது ஒரு அளவன்‌ 1-க்கு % ௪ ௩1 ஆக 
இருக்கும்‌ என நிறுவவேண்டும்‌. அவ்வாறில்லையெனில்‌, ஒவ்வொரு க்கும்‌ ௬. 1] 
என எடூத்துக்கொள்வோம்‌. எனவே ௩-11 4 0. அதாவது ஒவ்வொரு 2-க்கும்‌ 3 - 11 
ஒழுங்கானதாகும்‌. எனவே ௦() என்பது வெற்றுக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. இது தேற்றம்‌ 
26.1-க்கு முரணானதாகும்‌. எனவே தேற்றம்‌ நீறுவப்படூகீறது. 


71-57. என்ற சார்பு முற்றாருமையின்‌ அனைத்து அளவன்‌ பெருக்கல்களின்‌ 
கணத்திலிருந்து எமய்புனைலயண்களின்‌ பானக்‌ அறமம்‌ C-க்கு வரையறை 
செய்யப்படும்‌ சமயாப்புள்ள சம ஒப்புமைச சார்பு என்பது மிகவும்‌ வெளிப்படையான 
ஒன்றாகும்‌. எனவே தேற்றம்‌ 26.2 -ன்‌ படி, ஏதாவது ஒரு பானக்‌ அறமம்‌ வகுத்தல்‌ 
அறமமாக இருக்குமானால்‌ அது (க்குச்‌ சமமாகும்‌. 
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வகுத்தல்‌ அறமங்களாக உடைய அனைத்து வகையான பானக்‌ அறமங்களில்‌ 
மிகவும்‌ எளிமையானது C ஆகும்‌. . எனவே தேற்றம்‌. 26.2-ன்‌ படி இந்தத்‌ 
தன்மைகளையுடை ஒரே ஒரு பானக்‌ அறமம்‌ (மட்டுமேயாகும்‌. அடுத்து வரும்‌ இரு 
தேற்றங்களிலும்‌ C-ன்‌ முக்கியமான வேறுசில சிறப்பியல்புகளைப்‌ பற்றிக்‌ காணலாம்‌. 


பூச்சியம்‌ என்பது பூச்சியத்தின்‌ வகுப்பான்‌ ஆதலால்‌, இது ஒவ்வொரு பானக்‌ 
அறமத்திலும்‌ பூச்சியத்தின்‌ தீணையிய வகுப்பான்‌ ஆகும்‌. பானக்‌ அறமம்‌ (6-ல்‌, 
பூச்சியம்‌ மட்டுமே பூச்சியத்தின்‌ திணையிய வகுப்பான்‌ ஆகும்‌. மறுதலையாகக்‌ கீழே 
கொடுக்கப்பட்டூள்ள தேற்றத்தைக்‌ காணலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 26.3 
&-ல்‌ பூச்சியம்‌ மட்டுமே. பூச்சியத்தின்‌... திணையிய . வகுப்பானாக 


அமையுமானால்‌, & - 0 ஆகும்‌. 


நிறுவல்‌: ௬ என்பது &-ல்‌ உள்ள ஓர்‌ உறுப்பு என்க. இதனுடைய நிறமாலை ௪ (%) என்பது 
ஒரு வெற்றற்ற கணம்‌ ஆகும்‌. ஆதலால்‌ இது ஐ. எல்லைப்புள்ளியாகக்‌ 
கொண்டிருக்கும்‌. மற்றும்‌ % - 79.1 என்பது அனைத்து அருநீலை உறுப்புகளின்‌ கணம்‌ 
5-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி என்பது தெளிவாகிறது. தேற்றம்‌ 25.2-ன்‌ படி % - 41 என்பது 
பூச்சியத்தின்‌ தீணையிய வகுப்பான்‌ ஆகும்‌. எனவே, இவற்றிலிருந்து நமது 
கருதுகோளின்‌ படி % - ௩1 - 0 அல்லது %- 41 எனவே &- 6. 


A-ல்‌ பெருக்கல்‌ மற்றும்‌ அலகை ஆகியவற்றிற்கு இடையே உள்ள தொடர்பு 
| ஆகும்‌. A ௪ 0 எனும்போது இந்த சமனிலி திரும்பிவிடுகிறது. பொதுவாக 
எந்த அளவிற்கு இந்தத்‌ திருப்பம்‌ உண்மையாகிறது என்பதை அடுத்து வரும்‌ 
தேற்றத்தில்‌ காணலாம்‌. 











xy =< lx] > 


தேற்றம்‌ 26.4 
A-ல்‌ உள்ள அலகை ஏதாவது ஒரு நேர்ம எண்‌ ட௩-க்கு || 2 1950] [ந] என்ற 
சமனிலியை நீறைவு செய்யுமானால்‌ ஃ ௪ 0 ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: கொடுக்கப்பட்டுள்ள. கருதுகோளின்‌ படி, பூச்சியம்‌ மட்டுமே பூச்சியத்தின்‌ 
திணையிய வகுப்பான்‌ என்பதை உணர முடிகிறது. இவற்றிலிருந்து தேற்றம்‌ 26.3-ன்‌ 
படி A ஈ ஆகும்‌. 


அடுத்த தேற்றத்தில்‌ &-ஐ விரிவாக்கம்‌ செய்யும்‌ போது, &-ல்‌ உள்ள ;:-ன்‌ 
நீறமாலை என்னவாகும்‌ என்பதைப்‌ பற்றிக்‌ காணலாம்‌. 
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கேற்றம்‌ 26.5 
A என்பது, பானக்‌ அறமம்‌ 13-ன்‌, உள்‌ பானக்‌ அறமம்‌ எனில்‌, &-ல்‌ உள்ள 
௩ என்ற திசையனின்‌ நிறமாலை 4&.,13-களைப்‌ பொறுத்துக்‌ கீழ்க்கண்டவாறு 


தொடர்புபடுத்தப்பட்டூள்ளது. 


(1) og) ௨௪.0) 
(2) ௪ ,(%)-ன்‌ ஒவ்வொரு எல்லைப்புள்ளியும்‌ ௦ ,(:0-ன்‌ எல்லைப்புள்ளியாகும்‌. 


நீறுவல்‌: 3: - ௩1 என்பது B-ல்‌ அருநிலையனில்‌ உடனடியாக &-னும்‌ அருநிலையாக 
இருக்கும்‌. எனவே முடிவு (1) நீறுவப்படுகிறது. 9. என்பது ச , (%)-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி 
என எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. எனவே % - 41 என்பது &-ல்‌ உள்ள அருநிலை 
உறுப்புகளின்‌ கணத்தின்‌ எல்லைப்புள்ளியாகும்‌. ஆதலால்‌ தேற்றம்‌ 1 8.2-ன்‌ படி, இது 
A-ல்‌ பூச்சியத்தின்‌ தீணையிய வகுப்பான்‌ ஆகும்‌. ஆகையால்‌ 13-லும்‌ இது பூச்சியத்தின்‌ 
திணையிய வகுப்பான்‌ ஆகும்‌. எனவே 8-ல்‌ அருநிலையாகும்‌. இவற்றிலிருந்து 
“௦, (2) . முடிவு (1)-லிருந்து என்பது ச ,,(%)-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி என்பது தெளிவாகிறது. 
எனவே (2)-ன்‌ நீறுவல்‌ முடிவடைகிறது. 


- இந்தத்‌ தேற்றத்திலிருந்து, பொதுவாக ஒரு பானக்‌ அறமம்‌ 
விரிவுபடூத்தப்படூம்போது அதில்‌ உள்ள உறுப்பின்‌ நிறமாலை சுருங்குகிறது என்பது 
தெளிவாகிறது. 


27 நீறமாலை ஆறும்‌ (Spectral radius) 
௨ என்பது பானக்‌ அறமம்‌ A-ல்‌ உள்ள ஓர்‌ உறுப்பு, இதன்‌ நீறமாலை ஆரம்‌ 
என்பது (2) - 5பற{[%|:௩€௦,(%)] ஆகும்‌. 


B என்பது ௬-ஆல்‌ உருவாக்கப்பட்ட .&-ன்‌ உள்பானக அறமம்‌ எனில்‌, தேற்றம்‌ 
26.5-ன்‌ படி 13-ஐப்‌ பொறுத்து நிறமாலை ஆரம்‌ கணக்கீட்டாலும்‌ அதன்‌ மதிப்பு மாறாது 
என்பது தெளிவாகீறது. அதாவது ஈ(2) = 8பற;|4:/€6., (X)} 
தேற்றம்‌ 27.1 

௪(2”)- (௪(20)” என நிறுவுக. 
நீறுவல்‌ : 7. என்பது பூச்சியமில்லா மெய்புனையைண்‌ என்க. 1. 7... . . . . . /... என்பன 
/-யின்‌ ஈ வெவ்வேறான மூலங்கள்‌ எனில்‌, %"- ௩] ௪ (* - A,]) (xX - A]).. ... (x - AT) 
ஆகும்‌. 3” - ௩1 அருநிலையாக அமைய தேவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டூப்பாடு 
ஏதாவது ஒரு 1-க்காவது %-1,1 அருநிலையாக இருக்கும்‌ என்பதாகும்‌. இந்தக்‌ 
கோட்பாட்டிலிருந்தும்‌ மே லே உள்ள சமன்பாட்டிலிருந்தும்‌ இந்தத்‌ தேற்றம்‌ 
நீறுவப்படுகீறது. 
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| 
தேற்றம்‌ 27.2 1 (20) - +", என நிறுவுக. 











நீறூவல்‌: தேற்றம்‌ 27.1-ன்‌ படி £(%") - £(%)" ஆகும்‌. மேலும்‌ வரையறைப்படி (20) 
| 

< || ஆகும்‌. 

இந்த நிறுவல்‌ முடிவடைதற்கு £ (20) - ௨ என்றவாறு உள்ள ஏதாவது ஒரு மெய்யெண்‌ ௮ 
































| 
எனில்‌, ஈ-ன்‌ முடிவுறு மதிப்புகளைத்‌ தவிர அனைத்து மதிப்புகளுக்கும்‌ ||” 2 ஏ 














பொருந்தும்‌ என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. 
தேற்றம்‌ 24.1-லிருந்து, |2| > [9 எனும்‌ போது 


நிமல], 





எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 1 என்பது A-ன்‌ மீது ஏதாவது ஒரு சார்பின ன்னான்‌ எனில்‌ 
00) --2- 020222) 
= "(0+ ] = gi, 


ஆகும்‌. 


தேற்றம்‌ 26. 1-ல்‌ £(%(%)) என்பது |4| > ”(%) என்ற பகுதியில்‌ வகைமுறைச்‌ சார்பு (analytic 
function) என்பதைப்‌ பார்த்தோம்‌. மேலும்‌ (2), £(%(2.))-வின்‌ லாரன்ட்‌ தொடர்‌ (1,801 
series) ஆதலால்‌, இந்த விரிவாக்கம்‌, |4 2 ₹(2)-க்கு மட்டுமே பொருந்தும்‌ என்பது 
மெய்புனையெண்‌ பகுப்பாய்விலிருந்து நமக்குத்‌ தெரியும்‌. (6) ௦ ₹8 என்றவாறு 
உள்ள ௦: என்பது எதாவது ஒரு மெய்யெண்‌ என எடூத்துக்கொள்வோமானால்‌, முந்தைய 


குறிப்புகளின்படி 2 i (x"/ ப") ஒரு குவியும்‌ தொடராகும்‌. இதனுடைய உறுப்புகள்‌ ஒரு 
n=l 


எல்லைக்குட்பட்ட தொடர்வரிசையை &-ல்‌ உருவாக்கும்‌. 
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எனவே [%"/௦"| 5 அல்லது, ஒவ்வொரு ॥-க்கும்‌ ஏதாவது ஒரு நேர்ம முழு எண்‌ 














| | 
க்கும்‌ |;-”||* 2 ஐ என இருக்கும்‌. ஈ-ன்‌ மதீப்பு தேவையான அளவிற்குப்‌ பெரியதாக 
| 





x 








எடுத்துக்கொள்வோமானால்‌, 1/௭ ௩ ஆக இருக்கும்‌. சில குறிப்பிட்ட ஈ-களைத்‌ தவிர 


| 
॥ 2 ஏ ஆக இருக்கும்‌. இத்துடன்‌ நிறுவல்‌ முடிவடைகிறது. 








அனைத்து 1-களுக்கும்‌ [;;” 








28 அறமத்தின்‌ படி மூலம்‌ மற்றூம்‌ அரை எளிய அறமம்‌ 
Radical and Semi simplicity of Algebra 

இறுதியாக, அறமம்‌ & என்பது எளிய அறமம்‌ என்றால்‌ என்ன பொருள்‌ 
என்பதையும்‌ அதன்‌ தன்மைகளையும்‌ கடைறிவதே நமது குறிக்கோளாகும்‌. இதற்காக 
சீர்வளைய (10281) த்தின்‌ படிமூலம்‌ (R௮0!) மற்றும்‌ சீர்வளையம்‌ ஆகியவற்றைப்‌ பற்றி 
முதலில்‌ படிக்கலாம்‌. முன்பே வரையறை செய்யப்பட்ட சீர்வளையத்தின்‌ வரையறையை 
மீண்டும்‌ நீனைவுபடூத்துவோம்‌. அறமம்‌ A-ன்‌ உட்கணம்‌ 1 கீழ்க்கண்ட கட்டுப்பாடுகளை 
நிறைவு செய்யுமானால்‌, அது சீர்வளையம்‌ எனப்படும்‌. 


|. [| என்பது A-ன்‌ நேரியல்‌ உள்வெளி 

2. A-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 3-க்கும்‌ 1 £1-51% € 1 

3. &ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு (க்கும்‌, 1 €1-55ம்‌ € | 
கட்டுப்பாடு (1), (2) -ஐ மட்டும்‌ 1 நிறைவு செய்யுமானால்‌ 1-என்பது இடது சீர்வளையம்‌ 
(1211184281) எனப்படும்‌. கட்டுப்பாடூ (1), (3) ஐ மட்டுமே | நிறைவு செய்யுமானால்‌ [| என்பது 
வலது சீர்வளையம்‌ எனப்படும்‌. மூன்று கட்டுப்பாடுகளையும்‌ நிறைவு செய்யுமானால்‌, 
1 ஆனது இருபக்கச்‌ சீர்வளையம்‌ அல்லது சீர்வளையம்‌ (7௦ 518௦0 10281) எனப்படும்‌. 


A-ல்‌ உள்ள சீர்வளையங்களின்‌ தன்மைகள்‌ &-ல்‌ உள்ள ஒழுங்கான மற்றும்‌ 
அருநீலை உறுப்புகளின்‌ தன்மைகளுடன்‌ நெருங்கிய தொடர்புடையதாகும்‌. இதுவரை 
4-ல்‌ உள்ள % என்ற உறுப்பு ஒழுங்கானது என்பதை, அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ என்ற 
உறுப்பு Xy --3%- 1 ஆக இருக்கும்‌ என வரையறை செய்தோம்‌. இனி வரும்‌ பகுதீகளில்‌ 
சற்று மாறுதலாக, %-க்குத தகுந்தாற்போல்‌ y என்ற உறுப்பு ர = 1 என இருக்குமாயின்‌ 
2-ஐ இடது ஒழுங்கானது (1௦14 ரeqular) எனக்‌ கூறலாம்‌. ௬- ஆனது இடது ஒழுங்கற்றது 
எனில்‌ இடது அருநிலையுடையது எனப்படும்‌. இதே போல, வலது ஒழுங்கானது, வலது 
அருநீலையுடையது ஆகியவற்றையும்‌ வரையறை செய்யலாம்‌. % என்பது இடது 
ஒழுங்கானது மற்றும்‌ வலது ஒழுங்கானது எனில்‌, அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ ௬% - 1, 
XZ - 1 என்றவாறு 3, 2 இருக்குமானால்‌, ர =  y(1) = y(Xz) = (y*)z = (1)2- 2 ஆகும்‌. 
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இந்தத்‌ தொடர்பு, சாதாரணமாக 3%- ஒழுங்கானது எனில்‌ %- ர - 2 என்பதைக்‌ 
காட்டுகிறது. 


A-ல்‌ உள்ள ஒரு முறையான இடது சீர்வளைம்‌ வேறு எந்த முறையான இடது 
சீர்‌ வளையத்திலும்‌ உள்ளடங்கியிருக்கவில்லையெனில்‌ அது பெரும இடது 
சீர்வளையம்‌ (MaxXimal left Ideal) எனப்படும்‌. ஏதாவது ஒரு முறையான இடது 
சீர்வளையத்தை பெரும்‌ இடது சீர்வளையத்தீல்‌ பதிக்கலாம்‌ என்பதை ஜோன்‌ 
துணைத்தேற்றம்‌ (2௦115 1௦௨) காட்டுகிறது. இவற்றிலிருந்து பெரும இடது 
சீர்வளையம்‌, முறையான இடது சீர்வளையம்‌ (0)- ஐ உள்ளடக்கீயிருக்கின்றது என்பது 
தெளிவாகிறது. A-ன்‌ அனைத்துப்‌ பெரும இடது சீர்வளையங்களின்‌ வெட்டூக்கணம்‌ 
A-ன்‌ படிமூலம்‌ (Radi!) ௩ எனப்படும்‌. இதனை *% = ஈ MLI என குறிப்பிடுவது மிகவும்‌ 
வசதியாகயிருக்கும்‌. இதே நடைமுறையில்‌ வலது சீர்‌ வளையத்தீற்கும்‌ படிமூலம்‌ 
வரையறை செய்யலாம்‌. 


தூணைத்தேற்றம்‌ 28.1 
1 என்பது R-ல்‌ ஓர்‌ உறுப்பு எனில்‌, 1- £ என்பது இடது ஒழுங்கானதாகும்‌. 


நிறுவல்‌: 1- £ என்பது இடது அருநிலை என எடுத்துக்‌எகொள்வோம்‌. எனவே 1 ஈ &(1- 1) 
- {* - ஏா : A } என்பது 1- -ஐ உள்ளடக்கிய முறையான இடது சீர்வளையம்‌ ஆகும்‌. 
அடுத்ததாக 1,-ஐ M-என்ற பெரும இடது சீர்வளையத்தீல்‌ பதியவைப்போம்‌. இதுவும்‌ 
கூட 1- £-ஐ உள்ளடக்கியிருக்கும்‌ £ என்பது R-ல்‌ இருப்பதாலும்‌ அது 14-யினும்‌ 
இருக்கும்‌. எனவே (1- £) 4 ££ )M அதாவது 1 “14 எனவே. 14- A இது ஒரு முரண்பாடாகும்‌. 
எனவே நமது தற்கோள்‌ தவறு. ஆதலால்‌ 1- £ இடது ஒழுங்கானதாகும்‌. 


துணைத்தேற்றம்‌ 28.2 
1 என்பது R-ல்‌ ஒர்‌ உறுப்பு எனில்‌ 1- £ என்பது ஒழுங்கானதாகும்‌. 


நீறுவல்‌: இங்கு £-என்பது R-ல்‌ ஓர்‌ உறுப்பு. எனவே தேற்றம்‌ 28.1-ன்‌ படி இதற்குத்‌ 
தகுந்தாற்‌ போல 5(1- 1) - 1 என்றவாறு ஒரு 5 இருக்கும்‌. எனவே 5 என்பது வலது 
முறையானது. மற்றும்‌ 5 - 1- (-5) ஆகும்‌. ₹ என்பது இடது சீர்வளையமாதலால்‌, (-5)£ 
என்பது 1-ல்‌ இருக்கும்‌. மீண்டும்‌ ஒரு முறை துணஷத்‌ தேற்றம்‌ 28.1 ஐப்‌ 
பயன்படுத்தினால்‌ 1- (-5)1- 5 என்பது இடது ஒழுங்கானது எனக்‌ கிடைக்கும்‌. எனவே 5 
என்பது இடது ஒழுங்கானது, மற்றும்‌ வலது ஒழுங்கானதாகும்‌. இதன்‌ எதீர்மாறு 
(1-0- உடன்‌ 5 ஒழுங்கானதாகும்‌. எனவே 1-1-ம்‌ ஒழுங்கானதாகும்‌. 
தூணைக்கேற்றம்‌ 28.3 | 

£ என்பது R-ல்‌ ஓர்‌ உறுப்பு எனில்‌, ஒவ்வொரு க்கும்‌ (1-30)-ம்‌ 
ஒழுங்கானதாகும்‌. 
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நீறுவல்‌: ₹-என்பது இடது சீர்வளையம்‌ எனவே ஒவ்வொரு &-க்கும்‌ 31615 தேற்றம்‌ 
28.2-ன்படி 1-1 என்பது ஒழுங்கானதாகும்‌. 


துணைத்தேற்றம்‌ 28.4 
ஒவ்வொரு க்கும்‌ 1- 1 என்பது ஒழுங்கானது என்ற தன்மையுடைய 1 என்ற 
உறுப்பு &-ல்‌ இருக்குமெனில்‌, 1 என்பது R-லும்‌ இருக்கும்‌. 


நீறூவல்‌: £ என்பது R-ல்‌ இல்லை என எடூத்துக்காள்வோம்‌. ஆதலால்‌ 1- என்பது 
ஏதாவது ஒரு பெரும இடது சீர்வளையம்‌ M-ல்‌ இருக்காது. 


ர +Ar= {m+xr:meM மற்றும்‌ 16.) என்பது 14, r ஆகியவற்றை உள்ளடக்கிய 
இடது சீர்வளையம்‌ என எளிதில்‌ நிறுவலாம்‌. எனவே M+ = A மற்றும்‌ ஏதாவது ஒரு ஙு 
மற்றும்‌ X-க்கு 4 3: - 1 ஆக இருக்கும்‌. இவற்றிலிருந்து, 1- ர - ரு என்பது M-ல்‌ 
ஒழுங்கான உறுப்பு ஆகும்‌. இது இயலாத ஒன்றாகும்‌. ஏனெனில்‌ எந்த ஒரு முறையான 
சீர்வளையமும்‌ ஒழுங்கான உறுப்பைப்‌ பெற்றிருக்காது. எனவே நமது தற்கோள்‌ 
தவறானதாகும்‌. ஆதலால்‌ ஈ என்பது 1-ல்‌ இருக்கும்‌ என்பது நிறுவப்படுகின்றது. 


மேலே நீறுவப்பட்டூள்ள நான்கு துணைத்‌ தேற்றங்களின்‌ படி 
" MLI={r:1- 1%, என்பது ஒவ்வொரு க்கும்‌ ஒழுங்கானது ! - (1) 


இதே முறையைப்‌ பின்பற்றி 
௬ MRI = {r :1- xX, என்பது ஒவ்வொரு :-க்கும்‌ ஒழுங்கானது} - (2) 


சமன்பாடு (1) மற்றும்‌ (2) ஆகியவற்றில்‌ வரையறை செய்யப்பட்டூள்ள நான்கு 
கணங்களும்‌ சமம்‌ என (1), (2) ஆகியவற்றின்‌ வலதுபுறம்‌ உள்ள கணங்கள்‌ சமம்‌ எனக்‌ 
காண்பதன்‌ மூலம்‌ நீறுவலாம்‌. இதனைப்‌ பின்வரும்‌ துணைததேற்றத்தில்‌ நிறுவலாம்‌. 


தூணைக்தேற்றம்‌ 28.5 
(1-2) ஒழுங்கானது எனில்‌ (1- 50-ம்‌ ஒழுங்கானதாகும்‌. 


நீறுவல்‌: (1 - 2) ஒழுங்கானது என எடுத்துக்காள்வோம்‌. இதன்‌ எதீர்மாறு 
5- (1-1) ' என்க. இதன்‌ பொருள்‌ என்னவெனில்‌, (1-3) 5-5(1-2)- 1 மேலும்‌ (1- 1%) 
(1+ rsx) = (1+ rsx) (1- rx) =1 என எளிதில்‌ நீறுவலாம்‌. 
அதாவது 5- (1-1)! = 1+ xr + (xr) + (xr)... 
மற்றும்‌ (1- rx)’ mE EET ர டவ. 2 


நடப்ப os) 
1 79% 
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எனவே (1 - 1ஏ)(1 * £5) -1. இவற்றிலிருந்து 1+ rsx- ஐ எதீர்மாறாக உடைய (1- 1%) 
என்பது ஒழுங்கானதாகும்‌.ஈ 


மேலே உள்ள துணைத்தேற்றங்களைத்‌ கொண்டு கீழே உள்ள தேற்றத்தை நீறுவலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 28.6 

(1) மற்றும்‌ (2) ஆகியவற்றில்‌ உள்ள நான்கு கணங்கள்‌ ஒவ்வொன்றுக்கும்‌ A- 
ன்‌ படி மூலம்‌ (Radical of A). R-க்கு சமமாகும்‌. மேலும்‌ A-ன்‌ படி மூலம்‌ முறையான 
இருபக்கச்‌ சீர்வளையமாகும்‌. 


அறமம்‌ &- ன்‌ படிமூலம்‌ (1₹௨01௦81) பூச்சியச்‌ சீர்வளையம்‌ (0) க்குச்‌ சமமாக 
இருக்குமானால்‌, அறமம்‌ & ஆனது அரை எளிய அறமம்‌ (Semi simple Algebra) 
எனப்படும்‌. அதாவது &-ன்‌ ஒவ்வொரு பூச்சியமில்லா உறுப்பும்‌ ஏதாவது ஒரு பெரும 
இடது சீர்வளையத்தின்‌ வெளிப்‌ பகுதீயில்‌ இருக்கும்‌. 


மேலே விவரிக்கப்பட்டவை யாவும்‌ அறமத்தன்மை வாயந்ததாகும்‌. அவற்றை 
நமது பானக்‌ அறமம்‌ மட்டுமல்லாது அறமம்‌ மற்றும்‌ முற்றஹாருமையுடன்‌ கூடி:ப 
வளையம்‌ (ம௩ஐ2) ஆகியவற்றிற்கும்‌ பயன்படுத்தலாம்‌. 1 என்பது &-ல்‌ ஏதாவது ஒரு 
சீர்வளையம்‌ (இடது, வலது அல்லது இருபக்கம்‌ எனில்‌, அறமச்‌ செயல்களின்‌ சேர்ந்து 
தொடர்ச்சியான (1௦11 ontinutity) வையாதலால்‌ [ன்‌ அடைப்பு (௦10501௦) | என்பதும்‌ அதே 
வகையைச்‌ சார்ந்த சீர்வளையமாகும்‌. அடுத்ததாக, ஏதாவது ஒரு முறையான 
சீர்வளையம்‌ முறையான மூடியக்‌ கணம்‌ 5-ன்‌ உள்ளிருக்கும்‌ மற்றும்‌ ஏதாவது ஒரு 
முறையான சீர்வளைத்தின்‌ அடைப்பு, என்பதும்‌ அதே வகையைச்‌ சார்ந்த முறையான 
சீர்வளையமாகும்‌. 


கேற்றம்‌ 28.7 
A-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு பெரும இடது சீர்வளையம்‌ மூடியதாகும்‌. 


நீறூவல்‌: எந்த ஒரு பெரும இடது சீர்வளையம்‌ 1. மூடியது அல்ல எனில்‌, 1. என்பது 
முறையான இடது சீர்வளையம்‌ 1 -ன்‌ முறையான உட்கணமாகும்‌. ஆனால்‌ இது 
இயலாத ஒன்றாகும்‌. ஏனெனில்‌ இது 1, என்பது பெருமச்‌ சீர்வளையம்‌ என்பதற்கு 
முரண்பாடாகும்‌. 


மேலே உள்ள இரண்டூ தேற்றங்களையும்‌ ஒன்றிணைத்துக்‌ கீழ்க்கண்ட 
தேற்றத்தை எழுதலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 28.8 
A-ன்‌ படி மூலமும்‌ ௩ என்பது முறையான மூடிய இருபக்கச்‌ சீர்வளையமாகும்‌. 
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தேற்றம்‌ 28.9 

4-ல்‌ 1] என்பது முறையான மூடிய இருபக்கச்‌ சீர்வளையம்‌ எனில்‌, வகுத்தல்‌ 
அறமம்‌ 4/1 என்பதும்‌ ஒரு பானக்‌ அறமம்‌ ஆகும்‌ 


நிறுவல்‌: தேற்றம்‌ 8.1-ன்‌ படி 4/1 என்பது | + 1|= inf {x +ill:i€ [ என்ற அலகைப்‌ 
பொறுத்து ஒரு மெய்புனையெண்‌ பானக்‌ வெளி ஆகும்‌. 


மேலும்‌ A/1 என்பது முற்றாருமை 141-உடைய ஓர்‌ அறமம்‌ என எளிதில்‌ நீறுவலாம்‌. 
மேலும்‌ | 1, 1)=]+ /=infjpy ரி: / 67] | 
பரி 
< inf {|x + ijl |y +is]:i,,i, 27) 


=inf{x +ij|:i, € Dinfix+is|:i, € 1) 





ஷர]. 
அதாவது |(: -/)(4/)]5[2- |] 3] 
இங்கு|!-: 7|-4மீழ 41:5௪ 77 []-1. அதாவது|1-- | 2 ॥ 
இறுதியாக நாம்‌ |1- [| 2 1 என நிறுவவேண்டும்‌. 
இதற்காக |! 1]-]1-7) 1511-7 
1211-47/. 


எனவே |1 -- [|= 1. அதனால்‌ 4/1 என்பது ஒரு பானக்‌ அறமம்‌ ஆகும்‌. 
தேற்றம்‌ 28.10 A/௩ என்பது எளிய பானக்‌ அறமம்‌ ஆகும்‌. 


கீறுவல்‌: A-லிருந்து A/R -க்கு வரையறை செய்யபடும்‌ % -) % 4 ௩ என்ற இயல்பான 
செயலெொப்புமைச்‌ (Natural homomorphison) சார்பு பெரும இடது சீர்வளையம்‌ &-க்கும்‌ 
A/R -க்கும்‌ இடையே ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடைய சார்பை உருவாக்குகின்றது 
என்பதை எளிதில்‌ உணர முடிகின்றது. எனவே 4A/R என்பது அரை எளிய பானக்‌ 
அறமம்‌ ஆகும்‌. 


GMC 


பகுத்‌ - 6 


பரீமாற்றுப்‌ பானக்‌ அறமம்‌ 
(Commutative Banch Algebra) 


பானக்‌ அறமங்களில்‌ மிகவும்‌ இனிமையான எளிமையானது & என்ற தீணைய 
வெளியில்‌ வரையறை செய்யப்படும்‌ அனைத்து தொடர்ச்சியான எல்லைக்குட்பட்ட 
மெய்புனையெண்‌ சார்புகள்‌  6(%) ஆகும்‌. இந்தப்‌ பகுதியில்‌, நமது முக்கிய 
நோக்கமானது, ஜெல்பாண்டு நியுமார்க்‌ தேற்றம்‌ (Gீelfand-Neumark Theorem) என்ற 
மிகவும்‌ பிரபலமான தேற்றத்தை நீறுவுவதேயாகும்‌. இந்த  தேற்றமானது, 
பொறுத்தமான ஹாஸ்ட்ராப்‌ (118050௦111) வெளி %- ஐ தேர்ந்தெடுக்கும்‌ போது 6) 
என்பது ஒவ்வொரு பரிமாற்று பானக்‌ அறமத்திற்கு ஒத்துபோகும்‌ என்பதாகும்‌. 


29. ஜல்பாண்டு சராப்டல்‌ (Gelfand mapping) 

A என்பது ஏதாவது ஒரு பரிமாற்று பானக்‌ அறமம்‌ என்க. இந்த பகுதியின்‌ முதல்‌ 
தேற்றம்‌ A-ன்‌: கட்டமைப்பு கோட்பாடுகளைப்‌ பற்றி படிப்பதாகும்‌. பின்னர்‌ வரும்‌ 
தேற்றங்கள்‌ யாவும்‌ ஜெல்பேண்டூ நீயுமார்க்‌ தேற்றத்தை நோக்கியேச்‌ செல்லும்‌. 


தேற்றம்‌ 29.1 
M என்பது பரிமாற்று பானக்‌ அறமம்‌ &-ன்‌ பெரும சீர்வளையம்‌ எனில்‌ 
A/Mஎன்ற பானக்‌ அறமம்‌ வகுத்தல்‌ அறமம்‌ ஆகும்‌. எனவே மெய்புனையெண்கள்‌ 
கொண்ட பானக்‌ அறமம்‌ C-க்கு சமமாக இருக்கும்‌. &-லிருந்து A/M = C -க்கு 
வரையறை செய்யப்படும்‌. சார்பு ௬  %(M) என்பது கீழ்கண்ட தன்மைகளைக்‌ 
கொண்டுருக்கும்‌. 
(1) (x+y)M)= x(M)+y(M) 
(2) (ax YM) = ax(M) 
(3)  (xy\M)= x(M)y(M) 
ஜு x(M)=0>xeM 
(5)  1(M)=1 
(6)  |x(M) |x| . இங்கு x(M)=+M என்ற மெய்புனையெண்‌ ஆகும்‌ - 
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நிறுவல்‌: தேற்றம்‌ 28.7 மற்றும்‌ தேற்றம்‌ 28.9-ன்‌ படி A/ என்பது ஒரு பானக்‌ அறமம்‌ 
ஆகும்‌. &-ஒரு முற்றாருமை உறுப்பை கொண்டிருப்பதால்‌, 14 என்பது பெரும 
சீர்வளையமாகும்‌. எனவே தேற்றம்‌ 4.2-ன்‌ படி A/M ஒரு வகுத்தல்‌ அறமமாகும்‌. 
தேற்றம்‌ 26.2-ன்‌ படி /M என்பது (க்கு சமமாகும்‌. இறுதியாக (1) முதல்‌ (5) வரை 
உள்ள தன்மைகளை செயலெொப்புமை சார்புகளின்‌ (homomorphic function) 
விளைவுகளினால்‌ எளிகில்‌ நீறுவலாம்‌. மேலும்‌ 
(4) =|x+M|=|x+M|= inf {|x +M|:me 14] பு 

இவற்றிலிருந்து தன்மை (6) நீறுவப்படுகிறது. 


இந்த தேற்றத்தீன்‌ நீறுவலானது இதற்கு முந்தைய பகுதிகளில்‌ உள்ள 
ஒவ்வொரு முக்கியமான தேற்றத்தை நேரடியாகவோ அல்லது மறைமுகமாவோ 
சார்ந்திருக்கின்றது என்பதை உணரும்‌ போது மிகவும்‌ ஆச்சிரியப்பட வைக்கின்றது. _- 


தேற்றம்‌ 29.1-ஆனது (14) என்பது ஒவ்வொரு நிலையான 1/4-க்கும்‌ :-ஐ சார்ந்த 
ஒரு சார்பு என அழுத்தமாக குறிப்பிடப்பட்டூள்ளது. இருந்தாலும்‌ இந்த குறியீடு நமக்கு, 
ஒவ்வொரு நிலையான :3௨க்கும்‌ (14) என்ற மெய்புனையெண்‌ சார்பு, .&-ல்‌ உள்ள பெரும 
சீர்வளையங்களின்‌ கணம்‌ ./4-ன்‌ மீது வரையறை செய்வதற்கு பயன்படூத்தீ 
கொள்வதற்கான கருத்தை கொடுத்திருக்கிறது. நாம்‌ மேனும்‌ செல்வதற்கு இதுவே 
வழியாகும்‌. ப | I I 


%-என்பது A-ல்‌ உள்ள ஓர்‌ உறுப்பு. ₹ என்பது .44-ன்‌ மீது வரையறை 
செய்யப்படும்‌ £(11) = (14) என்ற சார்பைக்‌ குறிக்கும்‌. மேலும்‌ A - (8 :% ௪ A] என்க. 


அடுத்ததாக நாம்‌ ; -ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு சார்பும்‌ தொடாச்சியானதாக உள்ளவாறு 
M-ன்‌ மீது ஒரு பொருத்தமான திணையியலை வரையறை செய்வோம்‌. | 


44-ன்‌ மீது , -னால்‌ உருவாக்கப்படுகிற நலிந்த திணையியல்‌ (Weak Topology) 
ஒவ்வொரு ' தொடர்ச்சியான சார்பு மற்றும்‌ : 5(%,14,,2)- (M:Me M மற்றும்‌ 
<(M)- <(M,)} 6] என்ற துணை அடிக்கண (பம ௦8518) திறந்த கணத்கிற்கு 
தொடர்புடையதாகும்‌. இந்த திணையிய வெளி .74-என்பது. பெரும சீர்வளைய வெளி 
(Maximal ideal space) எனப்படும்‌. A-லிருந்து த -க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ சார்பு 


*% ௮ &£ என்பது ஜெல்பாண்ட்‌ சார்பிடல்‌ எனப்படும்‌. 


நாம்‌ இப்போது, ஜெல்பாண்ட்‌ சார்பிடலை மையக்‌ கருவாகக்‌ கொண்டு தேற்றம்‌ 
29.1-ன்‌, மாற்றியமைக்கப்பட்டத்‌ தேற்றத்ததை காணலாம்‌. 
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தேற்றம்‌ 29.2 : 

*% அ £ என்ற ஜெல்பாண்ட்‌ சார்பிடல்‌, A-யிலிருந்து 6(.48)-க்கு தட்ட 
தன்மைகளுக்கு ஒரு அலகை இறங்கு வரிசை செயலொப்புமைச்‌ (Norm decresing 
homomorphism) சார்பு ஆகும்‌. 


(1) A-ன்‌ நிழல்‌ 4 என்பது 6(..7()-ன்‌ உள்‌அறமம்‌. இது .14-ன்‌ புள்ளிகளைப்‌ பிரிக்கும்‌, 
0.4()-ன்‌ முற்றாருமைகளை உள்ளடக்கி இருக்கும்‌ . 


(2) A-ன்‌ சீர்வளையப்‌ படிமூலம்‌ R-என்பது £ - 0 என்றவாறு உள்ள அனைத்து? களின்‌ 
கணத்திற்கு சமமாகும்‌. எனவே % _ ஜ என்பது சம ஒப்புமைச்‌ சார்பு ஆ A என்பது 
எளிய அரை அறமம்‌. , 


(3) &- ல்‌ உள்ள ஓர்‌ உறுப்பு % ஒழுங்கானது ௯ இது எந்த பெரும சீர்வளையத்தில்‌ 
இருக்காது ௮ ஒவ்வொரு M-க்கும்‌ (M) 0. 

(4) 2-என்பது A-ல்‌ ஓர்‌ உறுப்பு எனில்‌, இதன்‌ நீறமாலை. & -ன்‌ வீச்சிக்கு சமமாகவும்‌ 
நிறமாலை ஆரம்‌  - ன்‌ அலகைக்கு சமமாகவும்‌ இருக்கும்‌. அதாவது, ௦(%) - 
& (44) மற்றும்‌ £(ட) ௪ ஊற8(04) - [8]. 


நீறுவல்‌: ./1-ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ தீணையியல்‌,  தொடர்சசியானது என 
உறுதியளிக்கிறது. மேலும்‌ தேற்றம்‌ 29.1-ன்‌ 6)-வது தன்மை, £$ எல்லைக்குட்பட்டது 
<(M)<|£|. ஆகவே. 25 என்பது 





&-லிருந்து 6(..1)-க்கு அலகை இறங்குவரிசை சார்பிடல்‌ ஆகும்‌. இந்த சார்பு 
செயலெொப்புமைச்‌ சார்பு என்பது தேற்றம்‌ 29: 1-ல்‌ உள்ள (1 ),(2), (3) ஆகியவற்றிலிருந்து 
உடனடியாகத தெரியவருகீறது. 


ஏ என்பது செயலொப்புமைச்‌ சார்பு ஆதலால்‌, i என்பது £(./1)-ன்‌ உள்‌ 
அறமம்‌ என்பது தெளிவாகிறது. இப்போது கூறப்பட்ட 4 -ன்‌ தன்மைகள்‌ தேற்றம்‌ 29.1- 
ல்‌. உள்ள தன்மைகள்‌ (4) மற்றும்‌ (5)-லிருந்து உடனடியாகக்‌ கிடைக்கிறது. 14. ன்‌ M, 
மற்றும்‌ ௬ என்ற திசையன்‌ நர. -ல்‌ உள்ளது எனவும்‌ M,-ல்‌ இருக்காது எனவும்‌ 
எடுத்துக்காள்வோமானால்‌ உ (M,) டு மற்றும்‌ உ.) * 0; எனவே ஒவ்வொரு M)- 
க்கும்‌ * (4) = 1 


R என்பது அனைத்து -களின்‌ பெருமச்‌ சீர்வளையங்களின்‌ வெட்டூக்கணம்‌ 
என்பதை நினைவுபடுத்திப்‌ பார்ப்போமானால்‌ (2)-வதுத்‌ தன்மையை எளிதில்‌ 
நிறுவலாம்‌. தேற்றம்‌ 29. 1-ல்‌ உள்ள தன்மை (4) -லிருந்து ஒவ்வொரு 1/-க்கும்‌ £ (M) = 
0 ௪ ௬ என்பது வ்‌ M-வும்‌ வல்ல தவன்‌ க்ஷய நீறுவல்‌ (2) எளிதில்‌ 
முடிவுறும்‌. 
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தன்மை (3)-ஐ நிறுவுவதற்குப்‌ பதிலாக தேற்றம்‌ 29.1-ல்‌ தன்மை (4)-ன்‌ படி % 
என்பது முறையானது ஆ % வேறு எந்த M-லும்‌ இருக்காது என நீறுவினால்‌ 
போதுமானதாகும்‌. முறையான உறுப்பு எந்த முறையான சீர்வளையத்திலும்‌ இருக்காது 
என்பது மிகவும்‌ அடிப்படையானதாகும்‌. எனவே நமது நோக்கம்‌ ௬ என்பது அருநிலை 
எனில்‌, இது ஏதாவது ஒரு 1/4-ல்‌ இருக்கும்‌ என நீறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. இங்கு 5; 
அருநிலை உறுப்பாதலால்‌ & % - {y% : ரகA; என்பது ௬-ஐ உள்ளடக்கிய முறையான 
சீர்வளையம்‌ மற்றும்‌ இந்த சீர்‌ வளையத்தை, 3%-ஐ உள்ளடக்கீய M-என்ற பெரும 
சீர்வளையத்தில்‌, பதிய வைக்கலாம்‌ என்பதிலிருந்து இந்தப்‌ பகுதி நீறுவப்படுகீறது. 


இறுதியாகத்‌ தன்மை (3)-ஐ பயன்படுத்தி (4)-ஐ நிறுவலாம்‌. %-ன்‌ நிறமாலை 
வரையறையின்படி ?. € ௦(%) ௮ ௬-1 என்பது அருநிலை 


உ ௨04) = குறைந்தது ஒரு 14-க்கு 


எனவே ௦(%) என்பது £₹ -ன்‌ வீச்சு ஆகும்‌. இந்த நிறுவலின்‌ எஞ்சியப்‌ பகுதி 
நிறமாலை ஆரம்‌ வரையறையிலிருந்து எளிதில்‌ நீறுவலாம்‌. 


இந்தப்‌ பகுதியின்‌ முக்கியமான தேற்றமான .84- ஒரு கச்சிதமான ஹாஸ்ட்ராப்‌ 
வெளி என நீறவுவதற்குத்‌ தேவையான சில தேற்றங்களை நாம்‌ காணலாம்‌. 


A*- என்பது &-ன்‌ இணையிய வெளி என்பது நமக்குத்‌ தெரியும்‌.மேலும்‌ 
S*={f: 1 €A* மற்றும்‌ ||f||<1} 
என்ற மூடிய அலகு கோளம்‌ ஒரு கச்சிதமான ஹாஸ்ட்ராப்‌ வெளி ஆகும்‌. A*-ல்‌ உள்ள 
பூச்சியமற்ற சார்பின * ஆனது f£(%)) - £(%)£()) என்ற கட்டுப்பாட்டை நீறைவு 
செய்யுமானால்‌, £ என்பது &-ன்‌ மீது பெருக்குச்‌ சார்பின (Multiplicative functional) 
எனப்படும்‌. தேற்றம்‌ 29.1-லிருந்து 44-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு M-க்கு அதற்குத்‌ 
தகுந்தாற்போல்‌ 1, என்ற சார்பு £ (20) - (14) என வரையறை செய்யலாம்‌. மேலும்‌ 14-51 
என்ற சார்பு .14-லிருந்து பெருக்குச்‌ சார்பினங்களின்‌ கணத்தீற்கு வரையப்படும்‌ 
ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடைய சார்பு என்பது மிகவும்‌ முக்கியமானதாகும்‌. 


துணைத்‌ தேற்றம்‌ 29.3 
14 என்பன &-ன்‌ மீது ஒரே வெற்று வெளி (Nயl! 50௨0௦6) உடைய பெருக்குச்‌ 
சார்பின எனில்‌ 1-1 ஆகும்‌. 


நீறூவல்‌: ஏதாவது ஒரு அளவன்‌ ௦-க்கு 1- ௦ம்‌ என முதலில்‌ என நிறுவவேண்டும்‌. :, 
என்பது 14-ல்‌ இல்லாத 4-ல்‌ ஒரு உறுப்பு என்க. % என்பது A-ல்‌ ஏதாவது ஒரு உறுப்பு 
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எனில்‌, இதை % “௱" 48 %,, கM என ஒரே ஒரு வகையில்‌ விவரிக்கலாம்‌. இங்கு 
= £,(௬)/£, 00) என்க. எனவே, 1, (௩) £0. இப்போது 

f (x)= f(m)+Bf) pf (மே 

[ம (xy), [(x) 

எனவே 1-௦ இங்கு ௦ ௪ 1 (௩,)/1,(%)- 
இங்கு ௨- 1 என நிறுவினால்‌ தேற்றம்‌ முடிவுறும்‌. * என்பது 1,4-ல்‌ இல்லாத ஒரு உறுப்பு 
எனில்‌ 1,(%) 4 0. மேலும்‌ 

o (£,(x))? = a (£,(x?) = f(x?) = (£,(x))° = [a £0]? = a (E,(x))° 
இவற்றிலிருந்து, ௦: - ௦2 இந்தச்‌ சமனி ௨ - 0 அல்லது ௦: ௪. 1 எனும்‌ போது மட்டும்‌ 
உண்மையாகிறது. இங்கு 1) ௪ 0. எனவே ௦- 1. 


தேற்றம்‌ 29.4 

A-ன்‌ அனைத்து பெரும சீர்‌ வளையங்களின்‌ கணம்‌ .44-லிருந்து பெருக்குச்‌ 
சார்புகளின்‌ கணத்திற்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ 14 ௯ 1, என்ற சார்பு ஒன்றுக்கொன்று 
தொடர்புடைய மேல்‌ சார்பு ஆகும்‌. 


நீறூவல்‌: M ௯ £,, என்ற சார்பு ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடையது என எளிதில்‌ 
நிறுவலாம்‌. அதாவது ), 2 14, எனில்‌, % என்பது 1/4, -ல்‌ இருக்கும்‌, M,-ல்‌ இருக்காது 
என எடூத்துக்காள்வோமானால்‌, 1. 0-0. MM. (2) - 0. மேலும்‌ இச்‌ சார்பு மேல்‌ சார்பு 
(On to map) என நிறுவவேண்டும்‌. இதற்காக £ என்பது ஏதாவது ஒரு பெருக்குச்‌ சார்பு 
மற்றும்‌ இதன்‌ வெற்று வெளி 14 ௪ (% :1(00)- 0) எனவும்‌ எடூத்துக்கொள்வோம்‌. இங்கு 
M-என்பது &-ன்‌ முறையான மூடிய சீர்வளையமாகும்‌. மேலும்‌ 14 என்பது 1 என்ற 
முறையான சீர்‌ வளையத்தில்‌ உள்ளடங்கியிருக்குமானால்‌ 1 (1)-என்பது 6-ல்‌ அற்பமற்ற 
சீர்வளையமாகும்‌. இது 6-ஒரு புலம்‌ என்பதற்கு முரண்பாடாகும்‌. எனவே 14 என்பது 
பெருமச்‌ சீர்வளையமாகும்‌. இங்கு *, 1, என்பன ஒரே வெற்று வெளிகளுடைய 


பெருக்குச்‌ சார்பினமாதலால்‌ துணைத்தேற்றம்‌ 29.3-ன்படி 1- 1, ஆகும்‌. 


அடுத்ததாக நமது நோக்கம்‌ .14-என்பது கச்சிதமான ஹாஸ்ட்ராப்‌ வெளி என 
நிறுவுவதாகும்‌. தேற்றம்‌ 29.1-ல்‌ உள்ள தன்மைகள்‌ (5) மற்றும்‌ (6)-ன்‌ படி ஒவ்வொரு 
பெருக்குச்‌ சார்பின 1, ன்‌ அலகை 1 ஆகும்‌. எனவே .14-என்பது 5* என்ற மூடிய அலகு 
கோளத்தின்‌ உட்கணமாகும்‌. மேலும்‌ 5* என்பது நலிந்த* தீணையம்‌ ( Weak* Topology) 
பொறுத்து கச்சிதமான ஹாஸ்ட்ராப்‌ வெளி என்பது நமக்குத்‌ தெரியும்‌. இந்த நலிந்த* 
திணையமானது 5*-ன்‌ மீது 1? (0 - f(x) 6 என வரையறை ஒன்பதில்‌ ப்ரஸ்‌ 
உருவாக்கப்பட்டதாகும்‌. 


F (£,) = £0 = x(M) = £ (M) என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து ந. என்ற சார்பை .4(-ல்‌ 
கட்டுப்படுத்தும்‌ போது ₹ -க்குச்‌ சமமாகும்‌ என்பது தெளிவாகிறது. இவற்றிலிருந்து 44 
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என்பது 5*-ன்‌ உள்வெளியாக இருக்கும்‌ போது .44-ன்‌ உள்வெளி திணையமும்‌ 5*-ல்‌ 
உள்ள திணையமும்‌ சமமாகும்‌. எனவே ./4 என்பது 5*-ன்‌ உள்வெளி. இந்தக்‌ 
கருத்துக்களைப்‌ பயன்படுத்தி அடுத்து வரும்‌ தேற்றத்தை நீறுவலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 29.5 


பெருமச்‌ சீர்வளைய வெளி ./ என்பது ஒரு கச்சிதமான ஹாஸ்ட்ராப்‌ வெளி 
ஆகும்‌. 
நீறுவல்‌: மேலே உள்ள கருத்துகளின்‌ அடிப்படையில்‌ .44 என்பது மூடிய உள்வெளி 
என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌ 

x= (0 (1: fe 5* மற்றும்‌ f(xy)= f(x) 1) ) 
என்பது 8*-ல்‌ உள்‌ வெளி ஆகும்‌. இவற்றிலிருந்து X என்பது ./-உடன்‌ பூச்சிய சார்பினச்‌ 
சார்பும்‌ இணைந்தது என்பது தெளிவாகிறது. 


X= ட. (1:16 S* மற்றும்‌ f(xy) - f(x) f(y) = 0} 
= 1 மீ: க 5* மற்றும்‌? (0) -F.() F (1) 0} 


= ப்ப {f:f< S* மற்றும்‌ (1 -1 1000-0) 

இவற்றிலிந்து 26 என்பது 5*- ல்‌ மூடியது என்பதை எளிதில்‌ காணலாம்‌. மேலும்‌ 
என்பது X-ன்‌ மீது தொடர்ச்சியானதாகவும்‌ மற்றும்‌ ..14 மீது 1-க்குச்‌ சமமானதாகும்‌. 
பூச்சிய சார்பினச்‌ சார்பில்‌ பூச்சியமாகவும்‌ இருக்கும்‌. இவற்றிலிருந்து ./( என்பது %- ல்‌ 
மூடிய உள்‌ வெளி ஆகும்‌. எனவே ./4 என்பது 5*- ல்‌ மூடிய உள்‌ வெளி ஆகும்‌. 
அதனால்‌ .7( என்பது கச்சிதமான ஹவுஸ்டிராஸ்‌ வெளி ஆகும்‌. 


தேற்றம்‌ 29.2 மற்றும்‌ 29.5 இணைந்து கொடுக்கும்‌ முடிவு ஜெல்பபாண்ட்‌ 
சார்பிடல்‌ தேற்றம்‌ எனப்படும்‌. 
30. r() =1im || x. ||” என்ற வாய்பாப்டின்‌ பயன்பாடு (Application of Spectral Radius) 


இந்தப்‌ பகுதியில்‌, ஏதாவது ஒரு பரிமாற்று பானக்‌ அறமம்‌ 4 மற்றும்‌ A-லிருந்து 
6 (M)-ன்‌ உள்‌ அறமம்‌ % -க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ ஜெல்பாண்ட்‌ சார்பிடல்‌ 


௩ உ ஆகியவற்றைப்‌ பற்றி நமது படிப்பைத்‌ தொடருவோம்‌. 
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தேற்றும்‌ 30.1 
பரிமாற்றுக்‌ பானக்‌ அறமம்‌ &-ன்‌ மீது கீழ்க்கண்ட: கட்டுப்பாடுகள்‌ 
ஒன்றுக்கொன்று சமமானவையாகும்‌. 


(1) ஒவ்வொரு க்கும்‌ ॥ |] ௬ || 
(2) ஒவ்வொரு ?-க்கும்‌ £(X) “|| || 
(3) ஒவ்வொரு க்கும்‌ | & ]-]4] 


நீறுவல்‌: (1) அ (2) 
கட்டுப்பாடூ (1)- லிருந்து 
11-16: 1x2 1° x1 | 
இவற்றிலிருந்து பொதுவாக ஒவ்வொரு நேர்மம முழு எண்‌ £&-க்கு ||%2* || - || ௬ || 2* 
என நிறுவலாம்‌. நிறமாலை ஆர வாய்ப்பாட்டிலிருந்து 
| =m ||| = A: 
அதாவது, ஒவ்வொரு :-க்கும்‌ £(%) - || ௬ ||. 
(2) = (1) 
x=) =r()2=]x|> 
என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து || %* | - || & ||2 எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 
(2) ௯ (3) 
தேற்றம்‌ 29.2- லிருந்து £(%) = || ||. இவற்றிலிருந்து (2) 4 (3) நீறுவப்படூகிறது. 


r(x) = lim || x, || "= lim || x, | 


A- ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு :-க்கும்‌ அதற்குத்‌ தகுந்தாற்போல்‌ A என்ற உறுப்பு 
ஒவ்வொரு 14-க்கும்‌ 9 (14) - ()) என்றவாறு இருக்குமானால்‌ 4 என்பது கன்‌*ணைபு 
(Self adjoint) பர்மமாற்று பானக்‌ அறமம்‌ எனப்படும்‌. 


தேற்றம்‌ 30.2 
A என்பது தன்‌இணைபு பரிமாற்று பானக்‌ அறமம்‌ எனில்‌, A என்பது 6(..44)-ல்‌ 
அடர்கணம்‌ (Dense 501) ஆக இருக்கும்‌. 


நீறூவல்‌: தேற்றம்‌ 28.2-ல்‌ பகுதி (1)-ன்‌ படி 4 என்பது 6(.46)-ல்‌ உள்‌ அறமம்‌ ஆகும்‌. 
இது 4-ல்‌ உள்ள உறுப்புகளையும்‌ மற்றும்‌ முற்றாருமைச்‌ சார்பை 
உள்ளடக்கீயவற்றையும்‌ பிரிக்கிறது. மேலும்‌ . 4 -ன்‌ அடைப்பு (Closure) €(40)-ல்‌ ஒரு 
மூடிய உள்‌ அறமம்‌ என்பதை எளிதில்‌ நிறுவலாம்‌. இது முற்ஹாருமை உறுப்புகள்‌ 
மற்றும்‌ ஒவ்வொரு சார்புகளின்‌ இணையிய சார்புகளை உள்ளடக்கிய உறுப்புகளைப்‌ 
பிரிக்கும்‌. எனவே மெய்ப்புனையெண்‌ ஸ்டோன்‌ வெய்ஸ்டிராஸ்‌ தேற்றத்தின்‌ (Stone- 
Weicrstrass Theorem) படி A -ன்‌ அடைப்பு 6(.44)-க்குச்‌ சமமாகும்‌. எனவே % -என்பது 
C(.M)-ல்‌ அடர்கணமாகும்‌. 
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மேலே உள்ள இரண்டு தேற்றங்களையும்‌ இணைத்து கீழே உள்ள தேற்றம்‌ 
பெறப்படுகிறது. 


தேற்றும்‌ 30.3 
A என்பது தன்‌இணைபு மற்றும்‌ ஒவ்வொரு க்கும்‌ || ௬2 || ௪ || %& | எனில்‌ 
A-லிருந்து €(.41)-க்கு வரையறை செய்யப்படும்‌ % ௯ $ என்ற ஜெல்பாணட்‌ சார்பிடல்‌ 


சமயாப்புள்ள சமஒப்புமைச்‌ சார்பு ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: தேற்றம்‌ 30.1-ன்‌ படி ||| = || ௬ || எனவே ௬ ௯ & என்ற சார்பு &- லிருந்து 
A - க்கு சமயாப்புள்ள சமஒப்புமைச்‌ சார்பு ஆகும்‌. மேலும்‌ A என்பது 6(.14)-ல்‌ மூடிய 
உள்ள அறமம்‌ ஆகும்‌. தேற்றம்‌ 30.2-ன்‌ படி 4 என்பது 6(.ர4)-ன்‌ அடைப்பு ஆதலால்‌, 
ந என்பது €(./4)-க்கு சமமாகும்‌. எனவே % ௯ $ என்ற சார்பு A- லிருந்து (./1)-க்கு 


சமயாப்புள்ள சமஒப்புமைச சார்பு ஆகும்‌. 


31. பானக்‌ அறமங்களீல்‌ உடசுமற்சசீ (Involution in Banach Algebra) 
A-லிருந்து A-க்கு வரையப்படும்‌ ௬ * என்ற சார்பு கீழ்க்கண்ட தன்மைகளைக்‌ 
கொண்டிருக்கு மானால்‌ 
ட ணு ௮ ன 
2: =e 
(3) Gm 
(4) க்க 


அந்தச்‌ சார்பு உடசுமற்சச்‌ (Involution) எனப்படும்‌. 


A என்ற பானக்‌ அறமம்‌ உட்சுழற்ச்சியைப்‌ பெற்றிருக்குமானால்‌ அது 
பானக்‌* அறுமம்‌ (Banach* Algebra) எனப்படும்‌. 


தன்மை (4) லிருந்து ௬௯ * என்ற உட்சுழற்ச்சி ஒன்றுக்கொன்று தொடர்புடைய 
மேல்‌ சார்பு ஆகும்‌. மேலும்‌ 0 + X* ௪ X* = (0 4 %)* = 0* + X*. இவற்றிலிருந்து 0 ௪ 0*. 
இதே போல ]1* =1]* ௪ 1** 1*- (11*)* ௪ (1*)* ௪ 1** = 1.எனவே. 1*-]1. இங்கு X* 
என்பது %-ன்‌ தன்‌ இணைபு எனப்படும்‌. | 


A என்ற பானக்‌ *- அறமத்திலிருந்து .&'என்ற பானக்‌*- அறமத்திற்கு வரையறை 
செய்யப்படும்‌ 1 என்ற சமஒப்புமைச்‌ சார்பு 1 (X*) - 1(50)* என்ற கட்டுப்பாட்டை 
நிறைவுசெய்யுமானால்‌ அது *-சமஒப்புமைசீ சார்பு (*-[5௦௱௦ாறhis$m௱) எனப்படும்‌. 
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A-ன்‌ உள்‌ அறமம்‌ அதன்‌ ஒவ்வொரு உறுப்புகளின்‌ தன்‌ இணைபைப்‌ 
பெற்றிருக்குமானால்‌ அந்த உள்‌ அறமம்‌ தன்‌இணைபு உள்‌ அறமம்‌ எனப்படும்‌. 


மேலும்‌ || %*்‌ || - | % || என்ற தன்மைகளிலிருந்து உட்சுழற்சசி தொடர்ச்சியானது என 
நிறுவலாம்‌. அதற்காக 
|” = x* | [> x)= |x, =| 


இவற்றிலிருந்து % ௯ 4 எனும்‌ போது ௩ * ௯ %* ஆகும்‌. எனவே உட்சுழற்ச்சி 
தொடர்ச்சியானது ஆகும்‌. மேலும்‌ உட்சுழற்சிக்கும்‌ அலகைக்கும்‌ இடையே ஒரு 
அழுத்தமான தொடர்பு || *% || - | || * என்ற கட்டுப்பாட்டினால்‌ கொடுக்கப்பட்டூள்ளது. 
ஒரு பானக்‌* அறமம்‌ இந்தக்‌ கட்டுப்பாட்டினை நிறைவு செய்யுமானால்‌ அது Bச*- 
அறமம்‌ (B* -Algebra) எனப்படும்‌. ஒவ்வொரு 13* அறமத்திலும்‌ || ஃ* || - |: || என 
இருக்கும்‌ என்பதை எளிதீல்‌ காணமுடிகீறது. அதற்காக, 
11-15 221 /2வ] 

இது ஒவ்வாரு க்கும்‌ || % || 5 || * | என்பதைக்‌ காட்டுகிறது. அதனால்‌ || %* || 2 || ௬**|| 
- | || மேலும்‌, |2:* || | ௬ |. எனவே |25* | = | * || இந்தத்‌ தொடர்பிலிருந்து || ௬*|| = 
| %* ||| ௩| என்பதும்‌ உண்மையாகிறது. 


பிரிவு 23-ல்‌ விவரிக்கப்பட்டூள்ள பானக்‌ அறமமங்கள்‌ யாவும்‌ உட்சுழற்ச்சியைப்‌ 
பொறுத்து பானக்‌* அறமம்‌ ஆகும்‌. இது போன்ற அறமங்களில்‌ :-ன்‌ தன்‌இணைபு %* 
என்பதை ஏற்கனவே பார்த்தோம்‌. அதே போல % - %* எனும்‌ போது 
தன்‌ இணைபுடையது மற்றும்‌ 2௦:* - X*% எனும்‌ போது இயல்பானது, %* = 3, 2 - % 
எனும்‌ போது வீழல்‌ எனவும்‌ கூறலாம்‌. 


தேற்றம்‌ 31.1 
B*-அறமத்தில்‌ % என்பது ஒரு இயல்‌ உறுப்பு (Normal Element) எனில்‌ || ௪ || - 
| ௬ | ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌ 

| ௬2 || ₹ || ௬ || என்பது மிகவும்‌ எளிமையானது இந்த சமனிலியின்‌ அடுத்த 
திசையை கீழ்க்கண்ட கணக்கீட்டின்‌ மூலம்‌ நிறுவலாம்‌. அதாவது, 

இண. | (ன) அ) அ (ன I(*x)*x*x || 

= |ஊிய்பு- | x*xx|| | 7221-00) |॥2812] x¥ IP lx | 


எனவே || | ௩ || ௬ ||.இவற்றிலிருந்து |! 35 || - || ௬ | 


இந்தத்‌ தேற்றத்தின்‌ முடிவானது அறமத்திற்கும்‌ ஹில்பர்ட்‌ வெளியின்‌ மீது 
வரையறை செய்யப்படும்‌ செயலிகளின்‌ அறமத்திற்கும்‌ (தேற்றம்‌ 25.5) மிகவும்‌ 
நெருங்கீயத்‌ தொடர்பு இருப்பதை அழுத்தமாக கூறுகீறது. 
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32. ஒல்பான்பட்‌ நீயூமாாக்‌ தேற்றம்‌ 
நாம்‌ இப்போது தேற்றம்‌ 30.3-ன்‌ இறுதி வடிவம்‌ கொடுக்கும்‌ நிலையில்‌ உள்ளோம்‌. 


தேற்றம்‌ 32.1 
A என்பது பரிமாற்ற B*அறமம்‌ எனில்‌ &-லிருந்து B*அறமம்‌ 6(.44)-க்கு 
வரையறை செய்யப்படும்‌ ஜெல்பாண்ட்‌ சார்பிடல்‌ %  ₹ ஒரு சமயாப்புள்ள * சம 


ஒப்புமைச்‌ சார்ப (150௦௱etric* Isomorphism) ஆகும்‌. 


நீறுவல்‌: இங்கு A பரிமாற்று அறமம்‌ அதில்‌ உள்ள ஒவ்வாரு உறுப்பும்‌ இயல்‌ 
உறுப்பாகும்‌. எனவே தேற்றம்‌ 31.1-ன்‌ படி ஒவ்வொரு :-க்கும்‌ || ௬ || ௪ || ௬ || “. தேற்றம்‌ 
30.3-ன்‌ படி &-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு ௩&-க்கும்‌ ./4-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு -க்கும்‌ 
£*(04)-%(4) என நிறுவினால்‌ போதுமானதாகும்‌. 


இதற்கு, நமது முதல்‌ படியாக % தன்‌இணைபுச்‌ சார்பு எனும்போது, ஒவ்வொரு 
M-க்கும்‌ 8(॥) ஒரு மெய்யெண்‌ என நிறுவவேண்டும்‌. இப்போது &(14)--௦ 4 i, 8௪0 
என எடூத்துக்கொள்வோம்‌. இங்கு % என்பது தன்‌இணைபயபு, எனவே y - (% -001)நீ 
என்பதும்‌ தன்‌இணைபு ஆகும்‌. இவற்றிலிருந்து ஏ (24) - 1 என்பது குறிப்பிடத்தக்கது. 
எனவே - 11 என்பது -ல்‌ இருக்கும்‌. A-ல்‌ உள்ள உட்சுழற்சிகளின்‌ இல்லக ஆப்‌ 

M* = {m*:meM} 
என்பது பெரும சீர்வளையம்‌. இது (y - 11)* ௪ ) + 11-ஐ கொண்டிருப்பதால்‌ 5M *)=- 
ஆகும்‌. & என்பது ஏதாவது நேம எண எனில்‌, 


(y-ik 1) (M*) = -i (1+k) 
மற்றும்‌ || -/£ 1 (M=i(1+K). 
இவற்றிலிருந்து 


1+k<|| y—ik 1 |< ||y-ik 1|| இதே போல (14%) ௩ | + (21 எனவும்‌ நிறுவலாம்‌. இந்த இரண்டு 
சமனிலிகளயைம்‌ பெருக்கினால்‌ (14K) < || y - ik1|| [ly வ] 

=I + ik1)* [lly + ikl] 

~IIC - ik1) (y + ik1) | 

ண்டு TY 

513518] 

அதாவது (1+) 5 |3“ 1112] 

இங்கு & என்பது ஏதாவது ஒரு நேரம எண்‌. எனவே இந்தச்‌ சமனிலி இயலாத ஒன்றாகும்‌. 
எனவே &()) என்பது ஒரு மெய்யெண்‌ ஆகும்‌. 
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இறுதியாக ௩-ல்‌ % என்பது ஏதாவது ஒரு உறுப்பு எனில்‌ ஒவ்வொரு M-க்கு 
₹ *(M)-. (M) இருக்கும்‌ என நிறுவவேண்டும்‌. ந - (௩ 4 ௩*)/2,2- [x gx) 4 2 
தன்‌இணைபு என்பது மிகவும்‌ வெளிப்படையானதாகும்‌. எனவே % - 3 * 12 இப்போது 


x *(M)= (y—iz)(M) = Y(M)~iz(M) 
= y(M)—i2(M) 
இத்துடன்‌ இந்தத்‌ தேற்றம்‌ நிறைவுறுகிறது. 


OF OMB 
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குறியீடுகள்‌ (Symbols) 


A என்பது B-ன்‌ உட்கணம்‌ 

A என்பது B-ன்‌ முறையான உட்கணம்‌ 

இரண்டு கணங்களின்‌ சேர்ப்புக்‌ கணம்‌ 

இரண்டு கணங்களின்‌ வெட்டுக்‌ கணம்‌ 

A-ன்‌ நிரப்பிக்‌ கணம்‌ 

இரண்டு கணங்களின்‌ வேறுபாடு 

௦-என்பது 2- ஐ -ஆல்‌ வகுக்கும்‌ போது மீதம்‌ 

A-ன்‌ அடைப்பு 

வரிசைத்தொடர்பு 

॥-படியுடைய மொத்த அணி அறமம்‌. 

பரிமாற்றுக்‌ பானக்‌ அறமம்‌ 
N-லிருந்து N'-க்கு வரையப்படும்‌ அனைத்து தொடர்ச்சியான 
நேரியல்‌ உருமாற்ங்களின்‌ கணம்‌ 
N-ன்‌ மீது செயலிகளின்‌ அறமம்‌ 
மெய்ப்புனையெண்களின்‌ கணம்‌ 

॥ பரிமாண யூக்லீடீன்‌ வெளி 

X-ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ அனைத்து தொடர்ச்சியான 
எல்லைக்குட்பட்ட மெய்சார்புகளின்‌ கணம்‌ 

X-ன்‌ மீது வரையறை செய்யப்படும்‌ அனைத்து தொடர்ச்சியான 
எல்லைக்குட்பட்ட மெய்புனைச்‌ சார்புகளின்‌ கணம்‌ 
லிருந்து y-க்கு இடையே உள்ள தொடர்பு 

கர்னெக்கர்‌ டெல்டா 

[0] என்ற அணியின்‌ அணிக்கோவை 

வெற்றுக்‌ கணம்‌ 

அரங்கம்‌ %- ஆகவும்‌ வீச்சு *- ஆகவும்‌ கொண்ட சார்பு £ 
எதீர்மாறுச சார்பு 

இணைய வெளியில்‌ உருவாக்கப்பட்ட சார்பு 

பெருக்குச்‌ சார்பின 

A-ன்‌ மிகப்பெரிய கீழ்‌ எல்லை 

பெருமச்‌ சீர வளையங்களின்‌ வெளி 

%-என்ற உறுப்புக்கு இணைந்த பெருமச்‌ சீர்வளையம்‌ 
இரண்டு கணங்கள்‌ அல்லது வெளிகளின்‌ கூடுதல்‌ 
இரண்டு உள்வைளிகளின்‌ நேர்‌ கூட்டல்‌ 

அலகை நேரியல்‌ வெளி N-ன்‌ இணையிய வெளி 
இரண்டாவது இணையிய வெளி 
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pe 
IT | 


[T].(T1, 


xy 


M-என்ற மூடிய வெளியை பொறுத்து ஈவு வெளி அல்லது வகுத்தல்‌ 
வெளி 

மெய்வயண்களின்க௧ணம்‌ 

பரிமாண யூக்லீடீன்‌ வெளி 

நிறமாலை ஆரம்‌ 

X-ன்‌ கூறாக்கி கணம்‌ 

பானக்‌ அறமத்தினுள்ள அருநிலை உறுப்புகளின்‌ கணம்‌ 
இணையிய வெளியில்‌ மூடிய அலகுக்‌ கோளம்‌ 

செங்குத்து நிரப்பிக்‌ கணம்‌ 

5-ஆல்‌ உருவாக்கப்பட்ட வெளி 

X-ஐ மையமாகவும்‌ £ ஆரமாகவும்‌ கொண்ட திறந்த கோளம்‌ 
A-ன்‌ மிகக்‌ குறைந்த மேல்‌ எல்லை 

செயலி 1-ன்‌ நீறமாலை 

ன்‌ நிறமாலை 

செயலி '!-ன்‌ இணைச்‌ செயலி 

செயலியின்‌ அலகை 

செயலி 1-ன்‌ அணி 

சார்பிடல்‌ குறியீடு 

- என்ற தொடர்வரிசை ௩-ல்‌ குவிகிறது 

இரண்டு கணங்களின்‌ பெருக்கல்‌ 

க்கு தொடர்புடைய சமமானக்‌ கணம்‌ 

பெரும சீர்‌ வளையங்களின்‌ சார்புகள்‌ 

பெரும சீர்வளையங்களின்‌ சார்பு 

ன்‌ கூறாக்கி கணம்‌ 

என்பது )-க்கு செங்குத்தாகும்‌ 

ஒரு பானக்‌ அறமத்தில்‌ சூழியனின்‌ திணையிய வகுப்பான்களின்‌ 


கணம்‌ 


CFG ௦௦ க 60) 
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கலைச்‌்வசாற்கள்‌ 


Abelian Group.10 
Adjoint operator,93 
Algebra ideal,17 
Algebra System,82 
Algebra,16 

Algebraic Operation,4 
Algebraic Operator,82 
Algebraic System, 3 
Analytic Function,101 
Analytic,93 

Anti symmetry,8 
Assumption,52 

B* algebra,115 

Banach * algebra,115 
Banach Algebra,92 
Banach Space, 18 
Basis,15 

Bessel’s Inequality.54 
Binary Operation,10 
Birary relation,7 
Boolean Algebra.4 
Capital Letters,3 
Cardinal number,59 
Chain,57 

Characteristic equation,86 
Class,57 

Closed Convex Subset,45 
Closure,105,113 

Co set,12 

Commutative algebra,17 
Commutative banach algebra,105 
Commutative groupl0 
Commutative Ring,ll 
Compact Subspace,93 
Comparable,9 
Complement Set.,4 


அபிலியன்குலம்‌ 
இணைச்‌ செயலி 
அறமச்‌ சீர்வளையம்‌ 
அறம அமைப்பு 
அறமம்‌, இயற்கணிதம்‌ 
அறமச்செயல்கள்‌ 
அறமச்‌ செயலி 
இயற்கணித அமைப்பு 
வகைமுறைச சார்பு 
வகைமுறை 
எதீர்சமச்சீர்மை 
தற்கோள்‌ 

B * அறமம்‌ 

பானக* அறமம்‌ 
பானக்‌ அறமம்‌ 

பானக்‌ வெளிகள்‌ 
அடிக்கணம்‌ 

பெசல்ஸ்‌ சமனிலி 
இருமச்‌ செயலி 
இருமத்‌ தொடர்பு 
பூலியன்‌ அறமம்‌ 
பெரிய எழுத்துகள்‌ 
செவ்வெண 

சங்கிலி 

சிறப்பியல்புச சமன்பாடு 
வகுப்பு 

மூடிய குவி உட்கணம்‌ 
அடைப்பு 
இணைக்கணம்‌ 
பரிமாற்று அறமம்‌ 
பரிமாற்று பானக அறமம்‌ 
பரிமாற்று குலம்‌ 
பரிமாற்று வளையம்‌ 
கச்சிதமான உள்வைளி 
ஒப்பிடக்கூடியவை 
நீரப்பிக்கணம்‌ 
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Complete Lattice,10 
Complete Orthonormal Set,57 
Complete Space.94 
Complex algebra, 17,82 
Complex Analysis,98 
Complex Banach Space.42,92 
Complex Number,28 
Composition,6 
Congruent modulo,1l 
Conjugate of an Operator,37 
Conjugate Space,27 
Constant Function, 5 
Convex Set,45 
Countable.8 

Countably Infinite,8 
Det,85 

Determirant,84 
Diagonal Matrix,90 
Dimension,16 

Direct sum,14 

Disc Algebra,93 
Disjoint space,14 
Distributive Law,4 
Division Algebra,98 
Domain,5.27 

Eigen space,78 

Eigen Value,78 

Eigen Vector,78 

Entity,3 

Equivalence class set,12 
Equivalence relation,8 
Equivalence Set,8 
Euclidean Space,7 
Even Numbers,10 
Extension,5 

Field,1l1 


Finite dimensional 80206, 1 7 


முழுப்பின்னல்‌ 

முழு செங்குத்து வெளி 
முழுவைளி 
மெய்ப்புனையெண்‌ அறமம்‌ 
மெய்புணையெண்‌ பகுப்பாய்வு 
மெய்புனை பானக்‌ வெளி 
மெய்புனைவயயண்‌ 
இயைபு 

மடங்கில்‌ ஒருங்கிசை 
செயலியின்‌ இணைச்‌ செயலி 
இணையிய வெளி 
மாறிலிச சார்பு 

குவி கணம்‌ 
எண்ணத்தக்க கணம்‌ 
எண்ணத்தக்க முடிவுறா 
அணிக்கோவை 
அணிக்கோவை 

முலை விட்ட அணி 
பரிமாணம்‌ 

நேர்க்‌ கூட்டல்‌ 

வட்டத்தகடு அறமம்‌ 
இணைப்பில்லா வெளி 
பங்கீட்டு விதி 

வகுத்தல்‌ அறமம்‌ 
அரங்கம்‌ 

ஐகன்வெளி 

ஜகன்‌ மதிப்பு 

ஜகன்‌ திசையன்‌ 

உருப்படி 

சமான வகுப்புக்‌ கணம்‌ 
சமான தொடர்பு 

சமான கணம்‌ 

யூகளிடீன்‌ வெளி 
இரட்டை எண 

நீட்டிப்பு 

புலம்‌ 

முடிவுறு பரிமாண வெளி 


Finite Set,3 

Functional Algebra,92 
Functional,27 

Gelfand mapping,105 
Graph,36 

Greatest lower bound,9 
Group Algebra,93 
Group,76 

Hilbert Space,42 

Holder’s Inequality,22 
Homeomorphism,35,94 
Homomorphic function,108 
Homomorphism,12 
[deal,11,102 
ldempotent,35 ,71- 
Identity,36 

lImage,5 

Improper linear subspace,13 
Infinite 50.3 

Inner Product,43 

Interior Point,33 
Intersection of two sets,4 
Into Function,5 
Invariant,73 

Inverse Function.6 
Involution,112 


Isometric Isomorphism,26,31 


[sometric* isomorphism,116 
lsomorphism,12,82 

Joint Continuity,105 
Lattice,8,10 

Least Upper Bound,9 
Ieft Ideal,102 

Lefi Regular,102 

I inear combination,79 
[Linear Functional,61 


Linear operations, 13 
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முடிவுறுகணம்‌ 
சார்பின அறமம்‌ 
சார்பின 

ஜெல்பாண்ட்‌ சார்பிடல்‌ 
வரைபு 

மீப்யெரு கீழ்‌ எல்லை 


குழு அறமம்‌ 
குலம்‌ 
 ஹில்பர்ட்‌ வெளி 


ஹோல்டர்‌ சமனிலி 
வடிவொப்புமை 

செயலொப்புமைச்‌ சார்பு 
செயலொப்புமைசசார்பு 
சீர்வளையம்‌ 

தன்‌ அடக்கு 

முற்றாருமை 

நீழல்‌ 

முறையிலா நேரியல்‌ உள்வெளி 
முடிவுறா கணம்‌ 

உள்‌ பெருக்கல்‌ 

அகப்புள்ளி 

வெட்டூக்கணம்‌ 

உள்‌ சார்பு 

மாறாதது 

நேர்மாற்றுசசார்பு, எதர்மாறுச்‌ சார்பு _ 
உள்சுழற்சி 

சமயாப்புள்ள சம ஒப்புமை 
சமயாப்புள்ள * சமஒப்புமைச்‌ சார்பு 


-சமஒப்புமைச்சார்பு 


சேர்ப்பு தொடர்ச்சியான 
பின்னல்‌ 

மீச்சிறு மேல்‌ எல்லை 
இடது சீர்வளையம்‌ 
இடது ஒழுங்கானது 
நேரியல்‌ சேர்க்கை 
நேரியல்‌-சார்பின _- 
நேரியல்‌ செயல்கள்‌ 
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Linear Space,12,18 

Linear subspace, 1 3 

Linear transformation,5,18 
Linearly dependent,14 

Linearly Independent Set,59,90 
Linearly Ordered Set,9 

Logic,3 

Lower Bound,9 

Mapping,5,12 

Maximal ideal space.108 
Maximal ideal, 1 2 

Maximal Left ideal,103 
Maximal linearly independent,14 
Maximal Set,57 

Maximal,29 

Measurable Space,43 

Metric Space,18 

Multiplicative functional,110 
Natural Homomorphism,106 
Natural Imbedding.30 


Non decreasing homomorphism, 1 09 


Non Singutar Matrix.83 
Non singular,16,66 
Norm,19 

Normal element, 115 
Normal Operator,67 
Normed I:inear Space,18 
Null Spacc,30.110 
Numerically Equivalent.8 
Objecis,3 

One to One.6 

Onto Function,5 
Operator Algcbra,93 
Operator,5,26,93 

Order relation,8,65 
Order structure,66- 
Orthogonal Complements.48 


நேரியல்‌ வெளி, திசைய வெளி 
நேரியல்‌ உள்வெளி 
நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ 
நேரியல்‌ சார்புடையது 
நேரியல்‌ சார்பற்ற கணம்‌ 
வரிசைப்படூத்தப்பட்ட கணம்‌ 
கீழ்‌ எல்லை 

சார்பிடல்‌ 

பெருமச்‌ சீர்வளையம்‌ வெளி 
பெருமச சீர்வளையம்‌ 
பெரும இடது சீர்வளையம்‌ 
பெரும நேரியல்‌ சார்பற்றது 
பெரும கணம்‌ 

பெரும 

அளவையியல்‌ வெளி 
அளவை வெளி 

பெருக்குச்‌ சார்பின 
இயல்பான செயலாப்புமை 
இயல்‌ பதித்தல்‌ 
இறங்குவரிசையற்ற செயலொப்புமை 
அருநீலையில்லா அணி 
அருநிலையற்ற, ஒருமையல்லாத 
அலகை 

இயல்‌ உருப்பு 

இயல்‌ செயலி 

அலகை நேரியல்‌ வெளி 
வெற்று வெளி 

எண்ளவில்‌ சமமானவை 
உருவங்கள்‌ 
ஒன்றுககொன்றான 

மேல்‌ சார்பு 

செயலி அறமம்‌ 

செயலி 

வரிசைத6தாடர்பு 
வரிசைக்கட்டமைப்பு 
செங்குத்து நீரப்பிகள்‌ 


Orthogonal 80206,25 | 
Orthonormal Basis,90 
Orthonormal Set,52 

Partial Order Relation,8 
Partial Sum,94 

Partially Ordered Set, 8,57 
Partition Sets,7 
Perpendicular Projection,72 
Philosophy,3 | 

™ Polynomial,85 

Positive Operator, 
Projection,16.35,71 

Proper sub set,4.1 1 

Pure Mathematics,3 
Pythagorean Theorem,49 
Quotientring,12 

Radical of Algebra,102 
Range,5 

Real algebra,17 

Real function, 5 

Reduced.73 

Reduces,73 

Reflexive Space,32 
Reflexivity,8 

Regular,1l 

Relation,8 

Resolvent Set,97 
Restriction, 5 

Ring with Unity, 11 

Ring,105 

Scalar Valuc,27 

Scalar,13 

Self Adjoint Operator,64 
Sclf Adjoint,93 

Sem! Simple algebra,102,105 
Sequencc,19 


Set Inclusion.6 
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செங்குத்து வெளி 
செங்குத்து அடிக்கணம்‌ 
அலகு செங்குத்துக்‌ கணம்‌ 
பகுதி வரிசைத்‌ தொடர்பு 
பகுதிக்கூட்டல்‌ 

பகுதி வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணம்‌ 
பிரிவினைக்‌ கணங்கள்‌ 
செங்குத்து வீழல்‌ 
தத்துவம்‌ 
பல்வுறுப்பக்கோவை 
நேர்மச்‌ செயலி 

வீழல்‌ 

முறையான உட்கணம்‌ 
தூய கணிதவியல்‌ 
பிதாகொரியன்‌ தேற்றம்‌ 
வகுத்தல்‌ வளையம்‌. ஈவு வளையம்‌ 
அறமத்தின்‌ படி மூலம்‌ 
வீச்சு 

மெய்‌அறமம்‌ 
மெய்ச்சார்பு 
சுருக்கப்பட்டவை 
சுருக்குகிறது 

குற்சுட்டு வெளி 

தற்சுட்டு 

சீரான உறுப்பு 

தொடர்பு 

கூறாக்கி கணம்‌ 
கட்டுப்பாடு 
முற்றாருமை வளையம்‌ 
வளையம்‌ 
அளவன்‌ மதிப்பு 
அளவன்‌ 

குன்‌ இணைபுச்‌ செயலி 
குன்‌ இணை 

அரை எளிய அறமம்‌ 
தொடாவரிசை 

கண உள்டக்கல்‌ 
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Set Mapping,6 

Set,3 

Similar Matrices,83,94 
Singular Matrix,84 
Singular,16 
Spanned,14 

Spectral Radius,98 
Spectral Resolution,79 
Spectral Thcorem,89 
Spectrum,87.96 
Square Matrix,84 


Stone weierstrass theorem,113 


Sub algebra.,17 
Sub lattice,10 
Subring,ll 
Sub set ,4 


Topological Divisors of Zero,95 
Topological Space.21,93 
Total Matrix Algebra.82 


Transitive,8 


Trivial ideal, 1l 


‘Two sided Ideal, 192 ள்‌ 








Unitary,67 
Universal Set,4 
Upper Bound,9 . 
Variable,85 
Vector,18 

Weak topology,108 
Weak* topology, 1 11 


கண சார்பிடல்‌ 

கணம்‌ 

வடிவொத்த அணிகள்‌ 
அருநிலை அணி 
அருநிலை 
உருவாக்கப்பட்ட 
நிறமாலை ஆரம்‌ 
நிறமாலை கூறாக்கம்‌ 
நீறமாலைத்‌ தேற்றம்‌ 
நீறமாலை 

சதுர அணி 

ஸ்டோன்‌ வேய்ஸ்டிராஸ்‌ தேற்றம்‌ 
உள்‌அறமம்‌ 
உள்வளையம்‌ 

உட்கணம்‌ 

சுழியின்‌ திணைய வகுப்பான்கள்‌ 
திணைய வெளி 

மொத்த அணி அறமம்‌ 
கடப்பு 

அற்ப சீர்வளையம்‌ 
இருபக்க சீர்வளையம்‌ 
எண்ணத்தக்கவல்ல கணம்‌ 


“ சேர்ப்புக்கணம்‌ 


திசையன்‌ 
நலிந்த திணையியல்‌ 
நலிந்த * திணையியல்‌ 





| 
| 





